
||||||{ S.Barbarino - Eserizi svolti di Propagazione libera||||||{Eserizi svolti di Propagazione libera - Anno 200505-1) Eserizio n. 1 del 28/2/2005Consideriamo un mezzo uniassio onduttore i ui parametri ostitutivi sono:��� = 0� � 0 00 � 00 0 �z1A ; ��� = 0�� 0 00 � 00 0 �z1ADimostrare he il mezzo possa essere desritto da una permeabilit�a dielettria equiva-lente data da: ���equival: = 0BBB� �+ i �! 0 00 �+ i �! 00 0 �z + i�z!
1CCCA|||||||Sriviamo l'equazione di Maxwell:~r� ~H = ~J + � ~D�tPoih�e ~J = ��� � ~E e ~D = ��� � ~E, nel dominio del tempo, si ha:~r� ~H = ��� � ~E � i!��� � ~E = �i!� ����i! +���� � ~E = �i!���equival: � ~Eossia: ���equival: = ���+ i ���! = 0BBB� �+ i �! 0 00 �+ i �! 00 0 �z + i�z!

1CCCA
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||||||{ S.Barbarino - Eserizi svolti di Propagazione libera||||||{05-2) Eserizio n. 2 del 28/2/2005Con riferimento al problema preedente determinare le espressioni delle ostanti dipropagazione dell'onda ordinaria e dell'onda straordinaria.|||||||Come risulta dalla teoria, nel aso di matrie diagonale, le equazioni per le ampiezzedei ampi sono: �1� v22 � 0�0�E0x = 0�os2 � � v22 � 0�0�E0y + (� os � sin �)E0z = 0(� os � sin �)E0y + �sin2 � � v22 � 0z�0 �E0z = 0Dalla seonda e terza equazione possiamo riavare la relazione di dispersione ossiadobbiamo imporre he il determinate dei oeÆienti sia nullo aÆnh�e il sistema delle dueequazioni ammetta soluzioni diverse da quella banale.�os2 � � v22 � 0�0��sin2 � � v22 � 0z�0 �� sin2 � os2 � = 0ossia: �v22 � 0z�0 os2 � � v22 � 0�0 sin2 � + v44 � 0�0 � 0z�0 = 0�� 0z�0 os2 � � � 0�0 sin2 � + v22 � 0�0 � 0z�0 = 0da ui; v22 = � 0z�0 os2 � + � 0�0 sin2 �� 0�0 � 0z�0he si pu�o anora srivere: v22 = �0 � 0z os2 � + � 0 sin2 �� 0� 0zalla quale orrisponde la ostante di propagazione straordinaria:k2straord: = !2v2 = !22�0 � 0� 0z� 0z os2 � + � 0 sin2 �ESPROP05 - 2



||||||{ S.Barbarino - Eserizi svolti di Propagazione libera||||||{La ostante di propagazione ordinaria si ottiene dalla prima equazione:v22 = �0� 0ossia: k2ord: = !2v2 = !22�0 � 0essendo: � 0 = �+ i �! e �z 0 = �z + i�z!
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||||||{ S.Barbarino - Eserizi svolti di Propagazione libera||||||{05-3) Eserizio n. 1 del 18/3/2005Un mezzo dielettrio anisotropo �e aratterizzato dal seguente tensore dielettrio:��� = �00BBB� 9 0 00 4 00 0 4
1CCCADeterminare espliitamente, ossia mediante appliazione diretta delle equazioni diMaxwell, l'espressione dell'indie di rifrazione relativo all'onda ordinaria e quella relativoall'onda straordinaria in funzione dell'angolo � he la direzione di propagazione forma onl'asse z di un sistema di riferimento.|||||||Consideriamo il seguente sistema di riferimento:

y
z

x
bn...................� ~ECome risulta dalla teoria, nel aso di matrie diagonale, le equazioni per le ampiezzedei ampi sono: �1� v22 �xx 0�0 �E0x = 0�os2 � � v22 �yy 0�0 �E0y + (� os � sin �)E0z = 0(� os � sin �)E0y + �sin2 � � v22 �zz 0�0 �E0z = 0 (1)Dalla seonda e terza equazione possiamo riavare la relazione di dispersione ossiadobbiamo imporre he il determinate dei oeÆienti sia nullo aÆnh�e il sistema delle dueequazioni ammetta soluzioni diverse da quella banale.�os2 � � v22 �yy 0�0 ��sin2 � � v22 �zz 0�0 �� sin2 � os2 � = 0ESPROP05 - 4



||||||{ S.Barbarino - Eserizi svolti di Propagazione libera||||||{ossia: �v22 �zz 0�0 os2 � � v22 �yy 0�0 sin2 � + v44 �yy 0�0 �zz 0�0 = 0�� zz 0�0 os2 � � �yy 0�0 sin2 � + v22 �yy 0�0 �zz 0�0 = 0da ui: v22 = �zz 0�0 os2 � + �yy 0�0 sin2 ��yy 0�0 �zz 0�0he si pu�o anora srivere: v22 = �0 �zz 0 os2 � + �yy 0 sin2 ��yy 0�zz 0ossia: n2e = �yy 0�zz 0�0(�zz 0 os2 � + �yy 0 sin2 �)a ui orrisponde la ostante di propagazione straordinaria, os�i hiamata perh�e dipendedalla direzione di propagazione:k2e = !2v2 = !22�0 �yy 0�zz 0�zz 0 os2 � + �yy 0 sin2 �Dalla prima equazione si ha: v22 = �0�xx 0ossia: n2o = �xx 0�0a ui orrisponde la ostante di propagazione ordinaria:k2o = !2v2 = !22�0 �xx 0dove gli indii e ed o indiano rispettivamente l'onda straordinaria (extraordinary) e l'ondaordinaria (ordinary).
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||||||{ S.Barbarino - Eserizi svolti di Propagazione libera||||||{05-4) Eserizio n. 2 del 18/3/2005Con riferimento al mezzo del problema preedente si onsideri un'onda elettromagne-tia, polarizzata lungo la direzione formante un angolo di 450 on l'asse x di un sistema diriferimento, he si propaga lungo l'asse z. Calolare la minima distanza perorsa dall'ondaaÆnh�e essa risulti polarizzata in direzione ortogonale.Un dispositivo he realizza tale rotazione viene hiamato lamina a mezz'onda, uti-lizzato per ruotare un fasetto di lue laser polarizzato. Se la frequenza �e f = 1 � 1014 Hz,alolare il minimo spessore della lamina.|||||||Poih�e la direzione di propagazione �e lungo l'asse z, poniamo � = 0 nelle equazioniper le ampiezze dei ampi, nonh�e � 0xx = � 0x, � 0yy = � 0zz = � 0, relazioni ostitutive hearatterizzano un ristallo uniassio il ui asse ottio �e diretto lungo x ome dato dalproblema preedente. Si ha, allora:�1� v22 �x 0�0 �E0x = 0 (1)�1� v22 � 0�0�E0y = 0 (2)��v22 � 0�0�E0z = 0 (3)L'equazione (3) ammette la soluzione E0z = 0.Sostituendo la quantit�a �v22 �o = �0�x 0 , orrispondente all'onda ordinaria, il sistemadi equazioni ammette le soluzioni: E0x 6= 0 e E0y=0Sostituendo la quantit�a �v22�e = �0� 0 , orrispondente all'onda straordinaria, il sistemadi equazioni ammette le soluzioni: E0x = 0 e E0y 6=0Pertanto le onde he viaggiano nel mezzo anisotropo sono:Ex =E0xeikoz (4)Ey =E0yeikez (5)L'onda risultante �e: ~E = bxE0xeikoz + byE0yeikez (6)ESPROP05 - 6



||||||{ S.Barbarino - Eserizi svolti di Propagazione libera||||||{Supponiamo he per z = 0, all'ingresso io�e del ristallo, il ampo elettrio sia pola-rizzato lungo una direzione formante un angolo di 450 on l'asse x, ossia:~E(z = 0) = E0(bx+ by) (7)Ne segue he il ampo elettrio he si propaga nel ristallo �e:~E = E0(bxeikoz + byeikez) = E0eikoz hbx+ byei(ke � ko)zi (8)
bx
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Sia d lo spessore del ristallo. Dopo aver perorso tale distanza il ampo elettriodell'onda elettromagnetio �e:~E(z = d) = E0eikod hbx+ byei(ke � ko)di (8)Poniamo �� = (ke � ko)d; se �� = �(2n+ 1)� (9)il ampo elettrio all'usita del ristallo �e:~E(z = d) = E0eikod hbx+ bye�i(2n+ 1)�i = E0eikod (bx� by) (10)ESPROP05 - 7



||||||{ S.Barbarino - Eserizi svolti di Propagazione libera||||||{ossia il ampo elettrio risulta polarizzato in direzione ortogonale a quella d'ingresso nelristallo.La distanza d aÆnh�e questo aada, ossia aÆnh�e il ampo elettrio ruoti il suo pianodi polarizzazione di 900, �e data dalla relazione:(ke � ko)d = �(2n+ 1)�Per n = 0 si ha lo spessore minimo, ossia:d = � �ke � ko = � �2�� s� 0�0 � 2�� s� 0x�0 = ��2 1n� nx� = � = 3 � 1081014 = 3 � 10�6 m = 3 �m; nx = 3; n = 2Ne segue: dmin = 1:5�m
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||||||{ S.Barbarino - Eserizi svolti di Propagazione libera||||||{05-5) Eserizio n. 1 del 30/6/2005Un'onda elettromagnetia piana di frequenza � = 5 GHz, viaggiante in aria, inidenormalmente su una lamina piana dielettria di spessore 1 m e di indie di rifrazionen1 = 1:5. Il mezzo (in�nitamente esteso) a destra della lamina ha indie di rifrazionen2 = 2:25. Calolare il oeÆiente di riessione.�0 �1 �2
1m

.............................

.............................|||||||Osserviamo he trattasi di una lamina piana il ui indie di rifrazione �e minore diquello del terzo mezzo. Nel nostro aso risulta:�0 = � = 3 � 1085 � 109 = 6 m =) �04 = 1:5 mPertanto: n1d = 1:5 � 10�2 = �04Ne segue he la riettivit�a �e minima.Si ha, d'altra parte he: pn0n2 = p2:25 = 1:5 = n1ossia l'indie di rifrazione della lamina �e la media geometria fra gli indii di rifrazione delprimo e del terzo mezzo.Ne segue dalla teoria he la riettivit�a �e nulla.Solo per illustrare la proedura di alolo, veri�hiamo il risultato appliando la for-mula della riettivit�a relativa ad un sistema di tre mezzi dielettrii.Il oeÆiente di riessione dello strato dielettrio �e, quindi:R = jE1j2jE0j2 = (r12 + r23)2 � 4r12r23 sin2 �2d(1 + r12r23)2 � 4r12r23 sin2 �2ddove: r12 = n0 � n1n0 + n1 = 1� 1:51 + 1:5 = �0:52:5 = �0:2ESPROP05 - 9



||||||{ S.Barbarino - Eserizi svolti di Propagazione libera||||||{r23 = n1 � n2n1 + n2 = 1:5� 2:251:5 + 2:25 = �0:753:75 = �0:2�2d = ! � n1 � d = 2 � � � � � n1 � d = 2 � � � 5 � 1093 � 108 � 1:5 � 10�2 = �2Ne segue: sin2 �2d = 1Quindi: R = (r12 + r23)2 � 4r12r23(1 + r12r23)2 � 4r12r23 = (r12 � r23)2(1 + r12r23)2 � 4r12r23 = 0
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||||||{ S.Barbarino - Eserizi svolti di Propagazione libera||||||{05-6) Eserizio n. 2 del 30/6/2005Si allontani, ora, la lamina di indie di rifrazione n1 dalla lamina di indie di rifrazionen2 lasiando uno spessore d'aria di 3 mm. Si aloli, in tale situazione, il oeÆiente diriessione. �0 �1 �2�0
1m

................................

.................................................... .................... ............................z0 z1z2|||||||Dagli Appunti di ampi elettromagnetii si ha:R = jErj2jE0j2 = jVt;0(2; 1)j2jVt;0(2; 2)j2dove: Vt;0 = Vt;n � Vn;n�1 � � � � � �V1;0essendo: Vt;n = 12 �1 + nnnt �0B� 1 Rt;nRt;n 1 1CAe: Rt;n = �1� nnnt ��1 + nnnt �Analogamente:V(m+1);m=12�1+ nmnm+1�0BB� eikm+1(zm+1 � zm) R(m+1);meikm+1(zm+1 � zm)R(m+1);me�ikm+1(zm+1 � zm) e�ikm+1(zm+1 � zm) 1CCAe: R(m+1);m = �1� nmnm+1��1 + nmnm+1�ESPROP05 - 11



||||||{ S.Barbarino - Eserizi svolti di Propagazione libera||||||{Il mezzo trasmesso �e il mezzo di ostante dielettria �2.Quindi nel aso illustrato in �gura, dove il mezzo trasmesso �e il mezzo di ostantedielettria �2, si ha: Vt;0 = V�2;�0 � V�0;�1 � V�1;�0dove: V�2;�0 = 12 �1 + n0n2�0B� 1 R�2;�0R�2;�0 1 1CAe: R�2;�0 = �1� n0n2��1 + n0n2� = 0:38462Analogamente:V�0;�1=12�1+n1n0�0BB� eik0(z2 � z1) R�0;�1eik0(z2 � z1)R�0;�1e�ik0(z2 � z1) e�ik0(z2 � z1) 1CCAe: R�0;�1 = �1� n1n0��1 + n1n0� = �0:2e os�i: V�1;�0=12�1+n0n1�0BB� eik1(z1 � z0) R�1;�0eik1(z1 � z0)R�1;�0e�ik1(z1 � z0) e�ik1(z1 � z0) 1CCAe: R�1;�0 = �1� n0n1��1 + n0n1� = 0:2Si ha:12 �1 + n0n2� = 0:72222; 12 �1 + n1n0� = 1:25; 12 �1 + n0n1� = 0:83333ossia: 12 �1 + n0n2� � 12 �1 + n1n0� � 12 �1 + n0n1� = 0:75231ESPROP05 - 12



||||||{ S.Barbarino - Eserizi svolti di Propagazione libera||||||{Posto d2 = (z2 � z1) e d1 = (z1 � z0), la matrie Vt;0 si pu�o srivere:Vt;0 = 0:75231�0B� 1 0:384620:38462 1 1CA�0BB� eik0d2 �0:2 � eik0d2�0:2 � e�ik0d2 e�ik0d2 1CCA �
�0BB� eik1d1 0:2 � eik1d10:2 � e�ik1d1 e�ik1d1 1CCAossia:Vt;0 = 0:75231 � eik0d2 � eik1d1 �0B� 1 0:384620:38462 1 1CA�0B� 1 �0:2�0:2 � e�2ik0d2 e�2ik0d21CA ��0B� 1 0:20:2 � e�2ik1d1 e�2ik1d11CASi ha: k1d1 = !p�1�1d1 = ! � n1 � d1 = 2 � � � 5 � 1093 � 108 � 1:5 � 10�2 = �2 radk0d2 = !p�0�0d2 = ! � d2 = 2 � � � 5 � 1093 � 108 � 0:3 � 10�2 = �10 rade�2ik1d1 = e�i� = �1e�2ik0d2 = e�2i�=10 = 0:8090� i0:5878Vt;0 =0:75231 � eik0d2 � eik1d1 �0B� 1 0:384620:38462 1 1CA��0B� 1 �0:2�0:2(0:8090� i0:5878) (0:8090� i0:5878)1CA �0B� 1 0:2�0:2 �11CAESPROP05 - 13



||||||{ S.Barbarino - Eserizi svolti di Propagazione libera||||||{ossia: Vt;0 = 0:75231 � eik0d2 � eik1d1��0B� 1� 0:38462 � 0:2(0:8090� i0:5878) �0:2 + 0:38462(0:8090� i0:5878)0:38462� 0:2(0:8090� i0:5878) �0:2 � 0:38462 + (0:8090� i0:5878)1CA��0B� 1 0:2�0:2 �11CA =
= 0:75231 � eik0d2 � eik1d1 ��0B� 0:9378 + i0:04522 0:1112� i0:22610:2228 + i0:1176 0:7321� i0:58781CA�0B� 1 0:2�0:2 �11CA =
= 0:75231 � eik0d2 � eik1d1 ��0B� 0:9156 + i0:0904 0:0764 + i0:23520:0764 + i0:2352 �0:6875 + i0:61141CANe segue he:Vt;0(2; 1) = 0:75231 � eik0d2 � eik1d1 � (0:0764 + i0:2352)Vt;0(2; 2) = 0:75231 � eik0d2 � eik1d1 � (�0:6875 + i0:6114)Quindi: R = jErj2jE0j2 = jVt;0(2; 1)j2jVt;0(2; 2)j2 = j0:0764 + i0:2352j2j � 0:6875 + i0:6414j2 == 6:115 � 10�28:4646 � 10�1 = 7:2242 � 10�2 ' 7:22%
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