Esercizi svolti di Campi elettromagnetici - Anno 1997

97-1) Esercizio n. 1 del 01/02/1997

In ottica 1 materiali conduttori sono caratterizzati dalla conoscenza dell’incdice di
rifrazione complesso, misurabile con metodi ellissometrici, definito come n = —k. Si
w

abbia una lastra di platino spessa 1 mm e di area di superficie di 9 mm?2. Un impulso laser
di potenza media 100 W e durata 0.1 s incide normalmente su tale lastra isolata. Calco-
lare Paumento di temperatura della lastra, conoscendo i seguenti dati: a) massa specifica
del platino: § = 21370 Kg/m?3; b) calore specifico del platino: ¢, = 138 Jkg 1K~!; c)
Rn=13e In=2.8.

Dalla definizione di onda piana in un mezzo (dielettrico o conduttore, dispersivo e
non) si ha:
w . w Ny
k=—n= pf+ia=—R(n)+i—(n)
c c c

da cui:

&

B = %%(n) e a=2%(n) (R(m) =13 3(n)=28)

Il coefficiente di riflessione per 0y = 0 é:

(q — 51)2 + p?
(g + B1)% + p?

R=

Per 0y = 0 risulta: ¢ = 3 e p = as.
Quindi:
(B2 — 51)2 + p?
(B2 + Br)? + p?

w . A N . .
dove 51 = — in quanto il primo mezzo é 'aria (per ipotesi).
c

Sostituendo, si ha:

R 1P+ (S0 (0.3)% 4 (28)° 793
R= [R(n) + 1]2 + [%(n)]z - (2.3)2 + (2.8)2 =~ 1313 0.60396

Sicuramente a frequenze ottiche (come richiesto dal testo) il coefficiente o é cosi grande
che 'onda trasmessa si dissipa tutta in calore all’interno dello spessore della lastra (1 mm).
Pertanto la potenza dissipata in calore é la potenza incidente meno quella riflessa.

Pdissipata :PO_RPOZP(](]-_R) :39.6 W

ESCAMIT7 - 1



La quantitd di calore sviluppata, espressa in Joule é:
Q= Pyi.cipara - At =3.96 J [At =0.1 s]
Poiché il calore specifico dato dal problema é espresso in JKg~ 'K !, dalla formula:
Q = mcs Al perarura = OV CsAbepperatura
si ha:

Q 3.96

At tura — ==
e oVes  21370-9-1079-138

=149.2 °K = 149.2 °C
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97-2) Esercizio n. 2 del 01/02/1997

Un cristallo uniassico, per cui:

e 0 O n? 0 0
e=|0 € 0 ])=¢| 0 n%2 0|,
0 0 e, 0 0 n?

é tagliato in modo tale che ’asse ottico é perpendicolare alla superficie. Un fascio di luce
incide sulla superficie del cristallo con un angolo di incidenza 6y = 30°. Calcolare gli angoli
di rifrazione competenti al raggio ordinario e straordinario rispettivamente, nei seguenti
due casi: a) quarzo: n = 1.544, n, = 1.553 (uniassico positivo); b) calcite: n = 1.658,
n, = 1.486 (uniassico negativo). Rilevare le differenti caratteristiche nella trasmissione del
raggio straordinario nel quarzo e nella calcite.

direzione
. ,udce
incidente

asse
z ottico

Il raggio di luce incidente giace nel piano parallelo al piano xz contenente 1’asse ottico e
il versore normale alla superficie del cristallo é parallelo all’asse ottico. Eventualmente per
uniformarsi alla figura nel caso di plasmi sottoposti a campo magnetico disegnata nel corso
di Campi elettromagnetici si pué invertire il verso della propagazione della luce incidente.
Per analogia a tale teoria si ha:

I 2 o 1 I 2 o _ _ 2
€ gy — €N, €5, =€,.=0 €, =¢€mn’, €, =€, =0, €,, =c¢€n;

Le equazioni proiettate sono allora:

2
Fou (1 - ”—2n2> =0
&

2
Eo, <c052 0 — U—2n2> + Fop, (—cosfsinf) =0
c

2
Eoy (—cosfsinf) + Ey, (Sin2 0 — U—2ng> =0
c
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2

Una soluzione per —si ottiene dalla prima equazione indipendente:
c

2 2
v v 1
C C ord n

Per la seconda soluzione si deve avere:

2

v .
cosZh — —2n2 —cosfsinf
c _
02 =0
—cosfsing  sin?f — —n?
o2
ossia:
v2 v2 vt
sin?fcos?0 — —=n?cos?0 — —n?sin®0 + —n’n? —sin?Hcos’H = 0
2R B JT 2 o2 oAz Sl Y7005 Y
02
—n’n? — (n2cos® 0 +n’sin’0) =0
2
da cui:

c2

(1)2) n2 cos2 6 + n%sin’ 0
2,,2
straord nen;

Ne segue, dunque:

k2 = — =

ord

W W
—n
c

Vord
w wWNN,

ko, = -
straord
Ustraord c\/n2 cos2 0 + n2sin’ 0
z

Ovviamente:
w
ki =—
c
Le leggi di Snell sono quindi:

k1 sin g = koorg sin 24,4

kl sim 90 = k2straord S111 925t1"aord

Per quanto riguarda il raggio ordinario si ha, allora:

w .

— sin fg 1

sin 9201"(1 - w = — sin 90
n
—-n
c
) 1 1
sin fgprg = —— = = 0.323834

Quarzo: n = 1.544 1.544 2

Os0rq = 18°.89
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1 1
sin fsprg = ———== = 0.301568
Calcite: n = 1.658 1.658 2
O20ra = 17°.55
Per il raggio straordinario, si ha:
in By = nn, sin @
\/ng cos2 0 + n2sin® 0
Elevando al quadrato:
2,2 12
. 9 n°n; sin” 6
sin” 0y =
0 n2cos? 0 + n2sin’ @
tan? 6 1
Posto sin? ) = L2 e cos? ) = ————, si ha:
1+ tan® 0 1+ tan® 0
2,242
. 9 n“n’ tan® 0
O —
ST n2 + n?tan0
da cui:
n?sin? Ay + n? tan® fsin? Ay = nn? tan’ 0
ossia:
tan? 0 (n2 sin® fp — nzni) = —n?sin® G,
2 2 0
tanZ 0 = n—ng
n® n2 —sin” 6
In definitiva: )
N, sin 6y
tan gstv“a,ord =
"\ /n? —sin? 6,
n = 1.544
Quarzo: {n = 1.553
1
1.553 92 0.502914 0
tan Oastraord = = = 0.342046 O2straora = 18°.88
anGastraord (1.544) T~ 1.47030 — L2straord
(1.553)2 — -
4
. n = 1.658
Calcite: {nz 1486
1
1.486 2 0.448130
tan Oasiraord = = = 0.32024 => Oaspraora = 17°.7571
an Vastraord <1.658> T 1.39935 2stracrd
(1.486)2 — 1

~—

925tra07“d < 9207“(1-
) 92straord > 9201"(1-

Per il quarzo (uniassico positivo
Per la calcite (uniassico negativ

=

ESCAM97 - 5



97-3) Esercizio n. 3 del 01/02/1997

Il modello planetario classico dell’atomo non é compatibile con la teoria elettromagnet-
ica secondo la quale un elettrone orbitante su una traiettoria circolare irradia, a spese della
sua energia cinetica, collassando quindi sul nucleo. Si assuma che in un atomo di idrogeno
I’elettrone si muova non relativisticamente su un’orbita di Bohr di raggio 7o = 5.29- 1011
m. La valutazione della potenza irradiata si pud effettuare considerando il moto circolare
dell’elettrone come sovrapposizione di due oscillazioni armoniche su traiettorie rettilinee
ortogonali, aventi la stessa frequenza e sfasate di 7/2. Calcolare tale potenza.

La potenza irradiata é la somma delle potenze emesse dai due dipoli dove al posto di
Il poniamo —iwq.rp; Si ha:
4 w2 w2a?r2
p=o-qg [HOE ¥ delo
3 € 2 1672

che deriva dalla formula del singolo dipolo (vedi Appunti Campi e.m.):

4 TkIl]?
Pdipolo — _’/TZ |:—:|

3 4
1
Posto: ‘/@ =, /M0260 = —, si ha:
€o €0 C€p

P =

4 wiqlrg
_Fi
3 c3eplbm?

Per valutare la pulsazione w consideriamo 1’equilibrio delle forze sull’orbita dello elet-

trone:

1 2 1 2 2
T _ Mew?ry = w? = Qe _ de

4req T3 4meg rEmery  Ammeeory
Quindi:
6,.2 6 6
P —2é7r 9eTo = 2é7r L Qe = L Qe =
737 Beglbm216m2m2e2rS T3 (1672)2 Be3m2rt 16 - 673 Bedm2rt
0 e€0"0 (1672) 0MeTy 0MeTo
6
_ e
o 3330204
96ciegmimir,

Sostituendo i valori:
e =16-10"C; € =8854-107'2 F/m; m,=9.11-10"3" Kg; r5=>5.29-10""m

risulta: s
1.677 * ].0_ -8
= 3695 10=106 = 4.62-10° W
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97-4) Esercizio n. 4 del 01/02/1997

Si abbia un’antenna il cui campo elettrico far field normalizzato non dipende dallo
angolo ¢ e dipende dall’angolo # come segue:

E,=1 per 0<6<30° (lobo principale); FE, =0 per 30°<6 <90

1
E, = 3 per 90° <0 <180°% E,=0 altrove.

Calcolare la direttivita dell’antenna. Se la corrente di alimentazione é Iy = 4 A ed il

campo elettrico per # = 0° e ad una distanza di 200 m é 8 V/m, calcolare la resistenza di
radiazione.

Si ha: (0 .
En = ( ’QS) ST _ErznamErzz
Eraz 27
Ne segue:
iE2 4mr?
4712 S, 0 97 “maz wr 4
D = 4T = 4w 1 = 4T
S, (r, 0, ¢) r2dS / — E2  E2r?dQ E2dQ
0 o 27 0

Tenendo conto che E non dipende da ¢, si ha: d2 = 27 sin #df; quindi:

4m 30° 180° o o 0
E2dQ =27 / sin 0d6 + 2 / =~ sinfdf = 2 [~ cos O30 + — [—cosflace =
0 09 900 9
V3 27 V3 1
= |-~ 41|+ =27 |- 414 | =27-0.245
W[ 5 + + 9 T 5 + +9 T
Quindi:
2
D=——=28.16
0.245 =——
Per la resistenza di radiazione, si ha:
R—2P—2/4W1E2 E22a0 = & 002 47TE2dQ—
T2 T2 ), 27 metel GET gl 0 Ee@0T
1 64 2462
= L0 0t o 0245 = 22923 _sa
16 Z Z —

in quanto, come é dato nel testo, Fpqae =8 V/me Ip =4 A.
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97-5) Esercizio n. 1 del 01/03/1997

Si consideri la ionosfera priva di collisioni e senza campo magnetico. Si supponga che la
densitd elettronica in essa vari con ’altezza con la seguente legge lineare: N(z) = a(z—hy)
per z > hg; sia hg = 50 Km e N(8hg) = 1012 elettroni/m3. Una radio trasmittente (T) é
posta nell’origine di un sistema di riferimento che ha il piano zz ortogonale alla superficie
terrestre supposta piana con l’asse z positivo orientato secondo la verticale verso ’alto.
La frequenza irradiata é: f = 107 Hz. La direzione di emissione della radiazione giace
nel piano zz e forma un angolo 6y = 30° con la verticale. Calcolare: a) la massima quota
raggiunta dal ”fascio” irradiato; b) la distanza orizzontale dalla sorgente ad essa corrispon-
dente; ¢) la distanza sulla superficie terrestre alla quale il segnale irradiato viene rivelato
da una stazione ricevente (R). Si risponda ai quesiti secondo 'ordine di presentazione.

Sia N(z) = a(z — hg) per z > hgy (ho = 50000 m)
Per trovare la costante a, imponiamo che:

1012
N(8hg) = 10" cosicché Tahg = 10'%, dacui: a= wp— = 2857 10°
0

L’indice di rifrazione é:

w w
N 2
Essendo w? = (2)¢ , risulta:
meo
q2
K=" =31738-10° (€ =8.854-107*% m =9.11-10"3, ¢, = 1.6-10719)
meog

L’indice di rifrazione si pud ancora scrivere:

Ka(z—h —h K
n:\/l—%fzo):n:\/l—a% avendopostoa:4—7:;:2.297-108

essendo f = 107 Hz la frequenza irradiata.
Dalla teoria della propagazione ionosferica sappiamo che:

(2 = ho)
20, _

1s cos?fy — o 72
i —

dx sin” 0g
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La massima quota si ottiene quando Iz = 0, cioé:
T

(zmaw — h'())
f2

cos? 6y = a

da cui:
f2 cos? 6,

Zmaz = ho + — 5-10* 4 3.26513 - 10° = 376513 m

Per calcolare I'ascissa ad essa corrispondente bisogna scrivere I’equazione della traiet-
toria (almeno per il tratto ascendente).

— ho) ax
20, — @70:_7
\/COS 07T 2F2smfy ¢

Poiché la trasmittente é nel punto z = 0, la costante C' si trova imponendo che per
2z = hg risulti = hg tanfy. Si ha, quindi:

ah,() tan 90 ah,()

o= ————+C C=cosby+ —5—r
costo 2f2sinfy * - €0 0+2f2(:0590

Quindi 'equazione della traiettoria per il tratto ascendente si pué scrivere:

212sinf —h 212sinf 0
xz—fﬂ\/coszﬁo—a(z 0) + J” sinfy cos 0+h0tan90

o 12 a

€ ancora:

2 D) 23 -
x:hotan90+f—sin290— M COSZQO—QM
Q e 12

L’ascissa 1,4, Si ottiene sostituendo al posto di z, z,,4z; quindi:

2
Tomaz = hotan Oy + I sin 26y = 2.8867 - 10* + 3.7702 - 10° = 405892 m
o 2Uocdz m

E utile osservare che la costante C non si pué trovare imponendo che per z = 0 risulti
x = 0 in quanto ’equazione della traiettoria vale per z > hy.

Allo stesso modo é conveniente far vedere che ’equazione per il tratto discendente é
diversa da quella ascendente solo per il segno + davanti al termine con la radice quadrata.
Infatti in questo caso imponendo che per z = zp; e x = xps la costante C risulta eguale a
quella calcolata per il tratto ascendente e ’equazione sara:

2 2f2sinf —h
x:hotan90+%sin%o—#%\/coszﬁo—a(zfizo) (ho < 2 < Zmag)
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La distanza TR é il doppio di 4z, Cioé:

__ 22 .
TR = 2h0 tan 90 + ——sin 290
(07

2tan 90
1 + tanz 90
Appunti di Campi e.m. E importante osservare che per z = zmqs risulta (per 0y = 30°)
n = 0.5 che proviene dalla condizione di riflessione totale n = sin 6.
In definitiva si ha:

Tenendo conto che sin 26y = , la distanza TR risulta espressa come sugli

TR =811784 m

97-6) Esercizio n. 2 del 01/03/1997

La distanza (TR) di cui al punto ¢) del primo problema é una funzione dell’angolo
fy. Dimostrare analiticamente che esiste una condizione sui parametri tale che la curva,
fissata (TR), ammette tre soluzioni reali di #, ossia tre traiettorie distinte possibili perché
un segnale possa raggiungere la stazione ricevente. Applicare tale condizione al caso
specializzato nel primo problema e calcolare graficamente tali angoli.

La curva TR in funzione di fy, come si deduce meglio dall’espressione negli Appunti
di Campi e.m., é una cubica; proviamo a trovare sotto quali condizioni essa ammette tre
soluzioni per TR. Per questo, basta annullare la derivata prima di TR rispetto a 6y e
trovare la condizione perché essa ammetta due soluzioni reali, cioé la curva abbia due
estremi, un massimo e un minimo in quanto per fp = 0 => TR = 0 e per Hy = 90° —
TR = . -
dT'R 2hy f?

= 4— 200 =0
dfo cos2 0 + o (OB

ossias: )
2ho + 4f— cos? 6y (2 cos? 6y — 1) =0
Q
2 2
4f— cos* 0y — 2f— cos?6y + hy =0
o Q
da cui:
2 2\ 2 2
() -l
9 Q Q Q
cos“ Oy = 72
47
Q
Per avere soluzioni reali occorre che il discriminante A sia > 0; cioé:
2 2
A>0 se f— > 4hg = f— >4
o ahg
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Se tale condizione é verificata la funzione TR(f) ammette due estremi relativi. Nel
nostro caso, poiché risulta:

f2 1014
= = 8.707

ahg  2.297 - 108 - 50000

la condizione é verificata.
Grafichiamo TR in funzione di 6

6o 0° 50 10° 15° 20° 25° 30° 35° 40°
TR/lO5 0 1.599  3.154  4.62 5.96 7.136  8.118  8.88 9.41
0o 459 50 559 60° 65" 700 759 80° 859

TR/10° 9.707  9.767  9.610  9.27 8.814 8344 8.085 8.649 12.94

0 I I | I I I I & I
0% 109 20° 309 40° 509 60° 709 80° 90Y

0o

Come si vede dal grafico e dalla tabella dei valori, oltre all’angolo 6y = 30° esistono
altri due valori dell’angolo di elevazione per i quali si ha la stessa distanza TR. Essi sono:
90 ~ 7309 e 90 ~ 760]_

Per verificare quanto affermato grafichiamo le traiettorie per i seguenti valori di 6g:
309, 45°, 739.9 e 76°.1.
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4
0o = 30°
0 = 3.7652 - 10°
3 ]
107 0o = 45°
Z[/m] 5 ] Zonaw = 2.6768 - 10°
1- 0 = 73°.9
20 8348 - 104
Y SN S W W_—
7 = 76°.1
2 = 7.5124- 10
0
0 1 9 3 4 5 6 7 8 9 10
x/10° [m]
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97-7) Esercizio n. 3 del 01/03/1997

Un fascio di luce incide su una superficie di vetro di indice di rifrazione n = 1.5
con un angolo di incidenza pari all’angolo di Brewster, per rimuovere dall’onda riflessa la
componente del campo parallela al piano di riflessione. Calcolare analiticamente I'intervallo
Afy, intorno all’angolo di Brewster, entro il quale, approssimativamente, il coefficiente di
riflessione per la componente parallela risulti minore dell’1%. Suggerimento: si consideri
la formula (3.5.5) e si sviluppi in serie, intorno a fpp, ciascun termine del coefficiente di
Fresnel, trascurando i termini di primo ordine al denominatore.

E conveniente applicare la formula 3.5.5 degli Appunti di Campi e.m.:

= sin20p —sin 20, -
N sin 290 + sin 292 0

e sviluppare in serie di Taylor attorno a g ciascun termine del coefficiente di Fresnel. Cioé
utilizziamo lo sviluppo:

flz+h) = f(x) +hf'(2)

In un piccolo intorno di #p si ha, quindi:

sin 260y ~ sin 260gg + 2 cos 20, A6

df
sin 2605 ~ sin 205 + 2 cos 205 (f) Aby
dfo (Bo=boR)
Calcoliamo %, si ha:
0
. . . 1.
sinfp = nsinfly — sinfly = —sinf, (ny=1)
n
da cui:
L 0
1 do — €080 0
A5 — arcsin <— sin 90> — 2 _ n - cos Y0
n dbo 1. 2 \V n? — sin? 0o
1 — —sin” 6y
n
Per 69 = 0yp si ha:
<d92> B cos Oop
00 / (9,605 n2 — sin’ Oyp
Ma:
1 1 tan2 6 2
cosbop = sin? Oy = Al Yo n

1+ tan?fyp T 14n2

V1t tan2op V14 n2
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avendo posto tanfyp = n.
Quindi:

<d02> B 1 1 1
de() (GOZGOB) \/1 + TL2 \/n2 _ nz TL2
n2+1
Ricordando che: Osp + 0y = T si ha:
. . ™ .
sin 205 — sin 2 (5 - 903) = sin 26gp

Il coefficiente di Fresnel in un piccolo intorno di #yp é, quindi:

. . Af
sin 20, — sin 20, N sin 20pp + 2 cos 200 Afy — sin 26055 — 2 cos 2023n—20
sin 290 —+ sin 292 o

Af
sin 2005 + 2 cos 200 Ay + sin 2055 + 2 cos 2055 —20
n

Tenendo conto che A# é piccolo, al denominatore possiamo trascurare i termini con-
T
tenenti Afy. Pertanto, poiché cos 20,5 = cos 2 (5 - 903) = —cos 20y B, si ha:

1 1
sin 260y — sin 265 N 2cos200n <1 + ﬁ) Ao <1 + ﬁ) Ao

sin 20 + sin 205 2sin 2005 " tan20op
2tan 6 2
Tenendo conto che tan 20y = an 20B = n , si ha:
1—tan®fyg 1-—n2
1+ L (1 —n?) Aby
sin 20y — sin 26, n? 1—nt
. . = == AQO
sin 26 + sin 26, 2n 2n3

11 coefficiente di riflessione R” é:

(1—n?)’

Ryj= 5 (A6y)? = 0.362 (Abyp)?

Il coefficiente di riflessione R risulta < 0.01 per 0.362 (Afp)? < 0.01 ossia per:

0.01
Af —— =0.1 d=9°,
0 < 0.362 0.166 ra 9.5
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97-8) Esercizio n. 4 del 01/03/1997

Si abbia un fascio laser in cui il vettore campo elettrico, ortogonale alla direzione di

2,2
propagazione, abbia il modulo di forma gaussiana: E = Ege™ " /74 con rog = 0.3 mm. Se
la potenza trasportata dal fascio é 5 mW, calcolare il valore di Ej.

La potenza trasportata dal fascio si ottiene dalla formula:

P = / S - nda
sezione del fascio

2
essendo S = %E—é
La sezione del fascio é tutto il piano ortogonale alla direzione di propagazione
perché il profilo gaussiano del fascio matematicamente si estende da —oo a +oc. E chiaro
che dal punto di vista fisico il fascio é gaussiano finito, ma I’errore che si commette nel con-
siderarlo infinitamente esteso é estremamente piccolo. Allora come superficie infinitesima
da assumiamo una corona circolare, nel piano ortogonale alla direzione di propagazione, di
raggio dr. Si ha:

da = 2mrdr
Quindi:
. 1 400 2, 9 E2 400 2, 9
P = / S - nda =— Ege_Qr [To2mrdr = T20 / ore ™21 /T0 g =
sezione del fascio 0 2Z 0
_mEg _ﬁe—Qrz/Tg h _ B (g (—1) = ng_rg
27 2 0 27 2 47
Poiché P =5 mW, deve essere:
B0 508 gro 20M0STT e 0T By — 5157 v/
_— = . = = 2. . = m
04z 0~ 7.(0.3)2-10-5 0T =
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97-9) Esercizio n. 1 del 12/04/1997

Due antenne rettilinee a mezz’onda sono separate da una distanza di 20 m lungo la
direzione nord - sud; esse sono alimentate in fase e con la stessa frequenza. Una stazione
ricevente mobile é situata ad una distanza di 100 K'm nella direzione est e riceve un segnale
massimo. La stazione ricevente si sposta in direzione nord - est e osserva il successivo
massimo dopo aver percorso 2 K'm. Qual’é la lunghezza d’onda irradiata?

Sia r = 100 K'm. La direzione della corrente é ortogonale al piano della pagina.
La formula generale (nel piano 6 = 90°) per il calcolo dell’array factor di un sistema
non uniforme di due antenne percorse da correnti in fase é:

A(P) = a1 + aze—i(kdcos b)

il cui modulo quadro é dato:

[A(¢)* = <a1 + agei(kd cos ¢)> <a1 + aget(kdcos ¢)> —

i(kdcos§) | g g e i(kdcosd) | a2 = a2 + a2 + 2a1a, cos(kd cos )

= a% + ajaqe

Si noti che aj e ay sono reali.
|A(#)| é massimo quando kdcos¢ = 2mm (m =0, +1,£2,---).
Il primo massimo (m = 0) si ha per ¢ = g cioé nella direzione est come dato nel testo.

Si deve imporre che il successivo massimo viene ricevuto dalla stazione dopo un per-
corso di 2 K'm nella direzione NFE ossia in una direzione che forma un angolo ¢; con
I'origine del sistema di antenne, come si vede dalla figura.

Si deve avere, pertanto:

kdcos(90° + ¢1) = —kdsing; = 27 (m = —1)
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Per calcolare la lunghezza d’onda, come richiesto dal problema, bisogna calcolare
sin ¢1.
Consideriamo la nuova figura:

r
Dal triangolo OCB si ha;

. BC

BC = OB i d .: i = =

sin¢g; da cui: sin¢; o8

Poiché le grandezze che conosciamo sono le distanze OA e AB, dobbiamo esprimere
OB e BC in funzione di tali grandezze.
Dalla figura si ha:
V2

B0~ A V2

AC = E?
Quindi:

2
OB = \VBC® +0C° = /4B S + <OA + AB_i>
2 V2

1 2 2 1 2 2
=,/=-AB OA —AB —0OA-AB =
\/2 + +2 +\/§

-2 =2 2 — ——
AB  +0A + —=0A-AB
o

Quindi:
V2

Sostituendo AB = 2000, si ha:

S ViAB
sin gy = gg - 2 22 2
\/E +O0A’+ 204.- 4B
V2
v2 V2 V2 =1.39-1072

sin ¢1 =

100
44104+ —
e

T /102868  101.42

Per calcolare la lunghezza d’onda imponiamo, quindi, che:

d

7T)\Sln 1= Vs b\

1

- da cui
sin ¢

A=dsing; =0.279 m
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97-10) Esercizio n. 2 del 12/04/1997

La dimensione delle molecole di olio pu6 essere stimata misurando lo spessore di una
pellicola di olio sull’acqua, assumendo che la pellicola abbia lo spessore di una molecola.
Gli indici di rifrazione dell’olio e dell’acqua sono rispettivamente 1.4 e 1.3. Facendo incidere
luce monocromatica, polarizzata linearmente con il vettore campo elettrico ortogonale al
piano d’incidenza, di lunghezza d’onda Ay = .6 ad un angolo di incidenza 6; = 30°, si
osserva una riflessione massima. Calcolare il diametro della molecola d’olio. Calcolare,
altresi, il coefficiente di riflessione e quello di trasmissione.

aria

n1:1

olio
Nog = 1.4

La condizione per ottenere la massima riflessione é:
Ao
nad cosfy = 71

essendo d lo spessore dell’olio coincidente con il diametro della singola molecola.
Calcoliamo cos f,. Si ha per la legge di Snell:

. . . . ny .
nisinfy = nysinfy dacui sinfy = — sinf

ni 2 1 1\?
cosfy = (/1 — (n_ sin90> =4/1— <ﬁ§> = 0.934
2 .

Pertanto il diametro della molecola d’olio si calcola:

da cui:

Ao _0.6-10°
Any-0.934  4-1.4-0.934

Ao

nod - 0.934 = T dacui d= =1.147-10"" m

Valutiamo il coefficiente di riflessione:

2
n1 cos fgns cos O3 — n3 cos? Oy )

R —
("2d= >‘0/4) (nl cos Ogng cos 03 + n3 cos? Oy
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Per la valutazione di R(n2 d= Xo/ 4) occorre conoscere cos f3 che calcoliamo dalla legge

di Snell applicata alla seconda interfaccia (olio-acqua):

. . . ng .
ngsinfy = ngsinfy =—> sinfl3 = —sinf,
ng

da cui:

2
cos B = \/1 _ <@> sin? 0y = /T — 1.16 - 0.12755 = 0.923

ns

In definitiva:

. ~ (1.3-0.866-0.923 — 1.96-0.872\ > (1.039 — 1.709\* _
(n2d=A0/4) ~ \1.3-0.866 - 0.923+1.96-0.872) ~ \1.039+1.709)

—0.67\2
— [ ==22) = 0.0594 = 5.94
(2.748> 0.0594 = 5.94%

Calcoliamo, ora, il coefficiente di trasmissione cominciando a valutare i parametri
necessari:

LM
ZIZZE; Z23:%; 190 = Z; :nl—nz; ro3 = N2 — N3
m n2 1+ 2 nitn ns + n3
ni
) (1 + ns) (ns + ng)
N2 ng n1+ng)(ne +ng
(14 Z12) (1 + Za3) ( +n1>< +n2> .
Quindi:
2
B = | s o - B =
(n1 + n2) (ng + ng3) (1 + 7"127“236_2ik2d + r12T23€2ik2d + T%ﬂ%s)
2,2
nins 16 )
(nl + n2)2 (n2 + 713)2 (1 + T'%zT‘%g + 2119793 COS kad) | 0| ( 0 )
Ma cos 2kod = 1 — 2sin? kod, quindi:
nin3 16
|E3|° = 2 |Eol* (6 = 0)

(n1 4 n2)? (na + n3)> (1 + r1a703)° — dr97e3 sin® Bad

Per sin? Bod = 1, si ha:

n2n2 16
? = 2 5 |Eol® (60 =0)

(n1 +n2)” (n2 +n3)” (1 — r1a793)

|E3
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ny — N9 No — N3
dove 12723 =
(Tbl + TL2> <TL2 + TL3>
Le formule che abbiamo testé scritto valgono per angolo di incidenza di 0°; per valutare
il coefficiente di trasmissione per §; = 30° basta sostituire a n; le quantitd n; cos6; che
dai calcoli esposti sono:

nycosflg = 0.866; mnocosfly =1.4-0.934 =1.3076; ngcosf3 =1.2

In definitiva:

B ~ (0.866 - 1.3076)° 16 Bl =
31747245 6.288 | —0441601076) > ’
2.1736 2.5076
1.28 16 0.69
=3 5 |Bol” = ——= |Eo|” = 0.678|Eo|> (6 = 30°)
9.7 . 0.0475 1.075
5.451
Quindi:
ns cosfs 1.2
T=-""""20678 = ——0.678 = 0.9395 = 93.95
ny cosfy 0.866 %

E utile osservare che:

R+T ~0.9989 08514 R+T=1
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97-11) Esercizio n. 3 del 12/04/1997

Un’onda elettromagnetica attraversa uno strato di plasma di spessore d = .5 m. Alla
frequenza di 10 GH z essa subisce un’attenuazione di 50 dB, mentre alla frequenza di 20
G H z subisce un’attenuazione di 30 dB. Calcolare la frequenza di collisione e la densita
elettronica del plasma nonché il coefficiente di riflessione competente a ciascuna frequenza.
Si trascurino le riflessioni multiple.

Per definizione di attenuazione in dB (riferita, cioé, ad una potenza di riferimento
Py =1 W), si ha:

10log,y P =—-50 = log,aP=-5 = P=10"W (v=10GHz2)

10log,y P =-30 = log,nP=-3 = P=10"W (v=20GHz2)

Il coefficiente di attenuazione « espresso in m ™! per le due frequenze si calcola, allora,
nella seguente maniera:

" 1
P = Ppe 2% — 1070 =¢ 202 — —5In10=—2a5 —a=1151 m™" (v=10 GHz)

" 1
P =P 2% =103 =207 — 31y 10=—20; =a=69m~" (v=20GHz)

Per valutare i parametri del plasma scriviamo le espressioni del coefficiente di attenu-
azione competente alle due frequenze e le eguagliamo ai valori calcolati di «. Utilizziamo,
naturalmente, le formule date negli Appunti di Campi e.m. con la ulteriore approssi-
mazione w? + wgf F>> wf). Queste approssimazioni sono necessarie per poter risolvere
facilmente le equazioni altrimenti molto complicate da risolvere. Si ha, allora:

( oot
oy = eff%p
2¢ (w% + wgff)
< 2
We f fW
\ 2c (w2 + weff>

dove al posto di a1 e as vanno sostituiti i valori numerici calcolati competenti alle frequenza
assegnate wy e wa.
Abbiamo ottenuto, quindi, un sistema di due equazioni nelle due incognite wg e Weff.
Dividendo membro a membro le due equazioni, si ha:

2 2
ap Wy T wg 2 2 2 2 2 2 2
—:_2 2ff :>a1w1 +a1w8ff:a2w2+a2weff:>weff (al_a2):a2w2_a1w1
(6] wy —i—weff
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= - :4
Weff a1 — ag m 11.51 — 6.9
2760 — 1151
:47r210184—61 =349 - 47%10'® = 1.38 - 10*2  (rad/s)?
Dalla prima delle due equazioni del sistema ricaviamo wf):
, 2 (w% + wﬁff> 2ca (472 - 1020 + 1.38 - 1022)
Wp = a1 = 11 -
Weff 1.17-10
~2-3-10%-11.51-1.77 - 10

=1.04-10*' (rad/s)?

1.17- 1011

Da cui ricaviamo la densitd elettronica del plasma:

p
q? (1.6 - 10-19)?

meow?  9.11-1073" - 8.854- 1012 - 1.04 - 102!
°P = =3.27-10'7 (m~3)

n =

Per calcolare il coefficiente di riflessione, valutiamo per prima cosa le costanti dielet-
triche del plasma competenti alle due frequenze:

Y _ {09414¢p (v =10 GHz)
-0 W2 +wleff ] 10.9648¢,  (v=20 GHz)

Per cui:
~0.02974 |2
R= ‘L — :
Ve +1 —0.017757]?
’ ‘W —8.02-107°  (v=20GHz)
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97-12) Esercizio n. 4 del 12/04/1997

Una spira circolare eccitata da una corrente spazialmente uniforme ha un diametro
D. Graficare i diagrammi di radiazione ’far field’ per i seguenti tre casi: a) D = \/3,
b) D = 0.75X e ¢) D = 2X. Calcolare, per ciascun caso, la direttivitd e la resistenza di
radiazione.

Le formule per i campi irradiati da una ’piccola’ spira percorsa da corrente uniforme
SONo:

ikr
E(F) = é¢w,uk[7m26 sin 6
r
tkr
H(F) = —épk*Ima®S— sin 0
(7) €ok"Ima”- —sin
I N L1 at
S = 3 (E x H ) = eréw,uk?’fzwz 16722 sin?
in quanto €4 X g = —é,.
. c 2T .
Sostituendo w = 27rx e k= SR si ha:

D\ 4

1 2\ * (5) 1 [p D\* ,sin?#
g‘:A_ < 272 -29:A_ Fo 4 [ L T2 _

rah ( A > T R A TP O AR T
1 D\*sin?0
=6, -Zm'1* | =) ——

roam ( A) 1672
I diagrammi di radiazione hanno tutti la stessa forma (cioé come sin” ) indipendente-
mente dal rapporto ) la ampiezza massima nei tre casi é differente secondo il fattore
D\ 4

A
Calcoliamo la potenza totale irradiata:

1 D\*1 [? 4 4.2.71 D\* 127 D\*
P=-zrir2(Z) = | 4 / Wsindg= — 2 T puap(2) 22 5p (L
27" <A> 16/0 ¢ | dfsin 3.16.2°" ) 26" )

La direttivita é allora:
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D
ed é indipendente dal rapporto (X

Calcoliamo la resistenza di radiazione, applicando la formula:

2P 7 D\* D\*
R,="L =272 ) =1.9225-10% ( =
- 2.3" <>\> (A)

(D 1
A3
D 3
<= 0.7 — R, =6.083-10° Q
D
< =2 = R, = 3.076 -10°
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97-13) Esercizio n. 1 del 28/06/1997

Calcolare la distribuzione delle correnti in un sistema di antenne Dolph - Tchebyscheff
costituito da sei elementi, equidistanti d = /2, per i seguenti valori del rapporto massimo
principale - massimo secondario: a) b = 5; b) b = 7; ¢) b = 10. Commentare i risultati
ottenuti e graficare il diagramma di radiazione relativo al caso a).

Siano 2n antenne con n = 3 cosi disposte e alimentate:

® ® ® ® ® @
a_s a_2 a_1 ao a1 az
a2 ai Qo ao ai a2

in quanto per un sistema di antenne Tchebyscheff dispari risulta:
A_p =0np—-1; GG_ny1 =0ap—2 " """ eccC.
[’array factor risulta, allora:

3 5
|A(¢)]| = 2 |ap cos% + a; cos 3¢ + ay cos e

3
Cos 5042 4COSS%—3COS%

5 o o o
—a=1 52 _9 3= o
cos 2a 6 cos 5 0 cos 5 + 5 cos 5
Quindi:

|A(y)| = 2 ‘a,o cos 2 + 4aq cos® > _ 3a; cos @ + 16a5 cos® > _ 20a4 cos® @ + Has cos E‘
2 2 2 2 2 2
Ordinando ed eguagliando al polinomio di Tchebyscheff di grado 5 si ha:
|A(¢)] =2 ‘160,2 cos” % + (4a1 — 20as) cos® % + (ap — 3a1 + Haz) cos %‘ =
=K (163:8 cos® % — 20z3 cos® % + 5z cos %)
Perché I'eguaglianza sia soddisfatta occorre che:

320, = K163 4= LK
2

8a1 —40a; = —20Kzj = 4 8a; = 20K23 — 20Kz

o

2a9 — 6ay + 10az = 5K o 200 = 5Kz + 6a; — 10a,
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Quindi:
) 5 15 15 5

15
=5K) — ?Ka:g +2.5Kxg

Per conoscere le ampiezze bisogna calcolare x:

1 1 1 1
7o =3 <b+\/b2—1>5 +3 (b— b2—1)5
Per b = 5:
zo = 0.790839 + 0.31611 = 1.106959
Per b = 7:
zo = 0.846738 + 0.2952507 = 1.141988
Per b = 10:

xo = 0.909825 4 0.27477 = 1.184603

Corrispondentemente, si ha:
Per b = 5:

as = K0.83105; aq = K0.764201; ao = K (8.3105 — 10.1731 4 2.7674) = K0.90479

Scegliendo K perché ag sia 1, risulta: K = e quindi si ha:

0.90479
0.83105 0.764201
p— p— . ]_ M = - . 44 M p— ]_
2 0.90479 0.9185:  a 0.90479 70 8446; ao =
Per b= T:

ay = K0.971131; ay = K1.1324; ap= K (9.7113 — 11.17 + 2.855) = K1.39627

Scegliendo K perché ag sia 1, risulta: K = e quindi si ha:

1.39627
0.971131 1.1324
= 2200 0.6955: _ — 0.8110: _1
92 = T 30627 L5 a1 = ages = 0810 a =1
Per b = 10:

ay = K1.16636; a7 = K1.67598; ap= K (11.664 — 12.467 + 2.9615) = K2.158

Scegliendo K perché ag sia 1, risulta: K = e quindi si ha:

2.158
1.16636 1.67598
= = . 4 M = = . M = ]_
a9 2,158 0.5 05, aq 2,158 0 7766, ap L
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All’aumentare di b le intensitd di corrente diminuiscono e le correnti sulle antenne
interne diventano via via piu intense rispetto a quelle esterne. E importante osservare che
si poteva normalizzare in modo diverso, ponendo, per esempio, K = 1.

Per ottenere I'array factor basta sostituire ad a,, a1 e as i valori trovati e sostituire
ad «a la sua espressione. Si ha, quindi, per b = 5:

3 5
|A(yp)| =211 cos % + 0.8446 - cos 2¢ + 0.9185 cos 3¢
dove, ipotizzando tutte le antenne in fase, a é:

a = —kdcosty = —mcos (d=

A
Grafichiamo il diagramma, di radiazione per b=15, # = 90° e d = 5 cioé la funzione:

T COS ¢

|A(y)] =2 ‘1 - COS <— ) + 0.8446 - cos ;(—W cos ¢) + 0.9185 cos g(—ﬂ' cos ¢)

I1 valore massimo si ha per ¢ = 90° e vale 5.5260; il valore massimo comune dei lobi
secondari vale 1.1052. Si verifica che il rapporto fra i due massimi é effettivamente 5.

0 I I I I I I I
0°  40° 80° 120° 160° 200° 240° 280° 320° 360°

¢
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97-14) Esercizio n. 2 del 28/06/1997

Un fascio di luce polarizzata linearmente, incide, in direzione della normale, sulla
superficie di un prisma retto di vetro (e, = 4) la cui sezione é un triangolo rettangolo
isoscele. Trascurando le riflessioni multiple, calcolare la percentuale della potenza incidente
che viene riflessa dal prisma.

luce incidente

luce riflessa

Se il campo elettrico della luce incidente forma un angolo di 45° con il piano di
incidenza, determinare lo stato di polarizzazione della radiazione nei due punti segnati in
figura, valutandone i parametri che lo caratterizzano. Si tracci la corrispondente figura di
polarizzazione.

Calcoliamo subito ’angolo limite per la riflessione interna. Per n = 2 risulta 0 =
arcsin <5> =300, conseguentemente é verificata la condizione per la riflessione totale, in

quanto a causa della geometria del prisma, ’angolo di incidenza interna é 45°.

Indichiamo con P la densitd di potenza incidente sulla prima interfaccia (per 8 = 0); se
T é il coefficiente di trasmissione, la densita di potenza che effettivamente entra nel prisma
é T P. Successivamente la luce subisce riflessione totale sul primo cateto dove incide con
un angolo di incidenza 6y = 45° e ancora sul secondo cateto dove incide con lo stesso
angolo. Quindi la densitd di potenza che esce effettivamente dal prisma é T - (T P) essendo
il coefficiente di trasmissione dal prisma all’aria eguale a quello dall’aria al prisma. Si ha,
allora:

4n
T————-=—0.89
(1+mn)?

Quindi la potenza riflessa dal prisma (cioé quella in uscita) é:

P, =0.79P

Subito dopo ciascuna riflessione totale 'onda elettromagnetica subisce lo sfasamento
fra le componenti (parellela e perpendicolare) del campo che calcoliamo:

1\ 2
cos gy [sin? Oy — <—>
n
tan - =

2 sin2 90
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essendo fy I'angolo di incidenza che nel nostro caso é lo stesso per tutte e due le interfacce
interne.

1 1 1
5 V2 4 2 1 1
Per90:450 :tan-:wz__:_
2 I V323
2
da cui:

)
5= arctan 0.707 = 35°.265 — § = 70°.53

Subito dopo la prima riflessione totale 'onda, che ha entrambe le componenti (parallela
e perpendicolare) eguali in ampiezza in quanto l'azimut é 45°, é polarizzata ellittica-
mente.

Calcoliamo Vellitticitd e orientazione dell’ellisse di polarizzazione; si ha

2a1b
sin2y = 2 ! ;% sind =sind in quanto a; = by

—_— et 6

X=7

.. b,

Pertanto lellitticita — é
a

0
— =tanyx = tan 3= tan 35°.26 = 0.707
a =00
Si ha d’altra parte:
2a1b

tan 20 = % cos 0

ai — by
e poiché a; = by e cosd > 0 risulta:

tan2¥ = +o00o — U =

=13

’
,
.
-
.
S R
A ,
.
. -
~ .,
R ,
ol -
N
v
P S
. ~
.
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Dopo la riflessione sulla seconda interfaccia 1’onda subisce un ulteriore sfasamento
(eguale a quello subito sulla prima interfaccia) che conserva anche dopo 'uscita dal prisma.
Si ha allora:

6totale - 1410

b 500,6
Z — tan 220 _ tan70°.53 = 2.83

a ]

Analogamente, poiché cos dorare < 0 € b > a, si ha:

tan2¥ =00 — V¥ =

NS
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97-15) Esercizio n. 3 del 28/06/1997

Un radar Doppler é utilizzato per determinare la velocitd di un veicolo in moto misu-
rando lo shift in frequenza dell’onda elettromagnetica riflessa dal veicolo. Assumendo che
il veicolo si muova nella stessa direzione dell’onda incidente, calcolare la velocita in Km/h
se Af =233 KHz con f =10.5 GHz.

STAZIONE

<y

k

o — > ~—VEICOLO

Sia w = 27 - 10.5 GHz la frequenza (angolare) emessa dalla sorgente in quiete S.
La frequenza osservata da un osservatore solidale ad un sistema di riferimento S’ in
moto rispetto al sistema S, in generale, é data:

W' ==+ F) (1
Nel nostro caso la frequenza osservata da un osservatore solidale con il veicolo in
avvicinamento (7 - k = vk cos 180° = —vk, v =1) é:
w':w+vk:w+v£:w<1+g) (2)
c c

essendo v la velocita del veicolo.

Tale frequenza é quella dell’onda riflessa dal veicolo.

[’osservatore solidale al sistema S rivela I’onda riflessa dal veicolo e sia w” la frequenza
(angolare) misurata. Per calcolare tale frequenza dobbiamo invertire la formula (1) in
quanto dobbiamo calcolare la frequenza relativa ad un sistema in quiete in funzione della
frequenza relativa ad un sistema in moto. Si ha, quindi:

che nel nostro caso diventa:
/

w"zw'—}-vk':w’—}—vw—:w’(l_*_g)

in quanto questa volta v e k' sono paralleli.
Sostituendo ad w ' la sua espressione in funzione di w data dalla (2), si ha:

w”zw(l—i—%)z (3)
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Poiché certamente v << ¢, la (3) si pud scrivere:

C

c
ossia: )
f// o f — 2f—
c
da cui: . i
- 2.33-10
v:f2ffc:2 105 1()93'108:33'28m/3:119.8Km/h
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97-16) Esercizio n. 4 del 28/06/1997

Sia dato un campo elettrostatico uniforme. Si introducano in esso una sfera di ma-
teriale perfettamente conduttore ed una sfera di materiale perfettamente dielettrico dello
stesso raggio e di costante dielettrica €, = 2. Si calcoli il rapporto fra i moduli dei momenti
di dipolo delle sfere, indotti dal campo. Quanto deve essere la costante dielettrica della
seconda, sfera perché tale rapporto sia 17 Si trascuri 'interazione fra le due sfere.

Dagli Appunti di Campi e.m. si ha che le espressioni dei potenziali di dipolo indotti
sulle sfere quando esse sono immerse in un campo elettrostatico uniforme sono:

Sfera perfettamente conduttrice = ¥4, = Eya®r=2cos6
€ — 1
€+ 2

Il momento di dipolo indotto si ottiene eguagliando i due potenziali a quello caratteristico
di un generico dipolo:

Sfera perfettamente dielettrica = Py, = Eoar~2cosf

Dyip = ~—cosf
P e r?
Quindi:
E10a3'r'_2 cosf) = % cosf) — Pconduttore — 47T60E()G,3
dreg
e — 1 _ P € — 1
d EOGST 2 cosf = ) cos 6 — Ddielettrico = 47"'60 d E0a3
€ + 2 dreg €+ 2

Il rapporto fra i moduli dei momenti di dipolo indotti per €, = 2 é:

Pconduttore  €r +2 o

Pdielettrico €r — 1

4

Pconduttore
Per essere ——— —— 1 occorre che: ¢ — 400

Ddielettrico
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97-17) Esercizio n. 1 del 19/07/1997

Si consideri un rombo di Fresnel di indice di rifrazione n = 1.6. Calcolare gli angoli di
incidenza interna per cui le due componenti del campo elettromagnetico riflesso totalmente
risultano sfasate di 7/4. Valutare di quanto varia la differenza di fase in conseguenza di
piccole (eventuali) variazioni di ciascuno dei due angoli di incidenza. In questo modo si
spiega il motivo per cui si utilizza un rombo con ’angolo al vertice pid grande.

Consideriamo un rombo di Fresnel con n = 1.6. Per avere una differenza di fase di 45°
dopo la riflessione totale bisogna imporre che ’angolo 6y soddisfi alla seguente relazione:

1\ 2
o1 [sinZ 6y — | —
COS Upg4/SIn™ Up <n> 450

= tan T =0.4142 =a

Sin2 90

Elevando al quadrato, si ha:
1\?2
cos? 0 [Sin2 0o — (—) ] —a%sin*hy, =0
n

. . 1 . .
sin? 0y — sin* Oy — — + = sin? 0y — a’sin* 0y = 0
n n

1 1
— (14 a?) sin* 0y + <1+—2> sin® 0y — — =0
n n

L POV T 2 4(1+ %)
- — — | — = a
oy n? n? n?
sin“ g = 20+ a?)
1 1\> 4
—(1+ = 1+~ —— (14d?
(i) e
Sin 901: _2(1+a2)
1 1\> 4
—(1+= ) —/l1+= ) — = (1+d®
L, <+n2> \/( +n2> n2( +a%)
Sin 902: _2(1+a2)

Per n = 1.6 si ha:
sin?fg; = 0.4563 — 0y, = 42°.5

sin?fgy = 0.7306 = 0y = 580.73
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Valutiamo la variazione della differenza di fase:

d <ta 5) d <ta 5) d (6) 1 d (5) <1+ta 25) d <6>
—_— n— = — n—| — | — = — | - = n“— | — 1| —
dfy 2 dé 2 ) dfy \ 2 cos? g dfy \ 2 2 ) dfy \ 2

2

che (vedi Appunti di Campi e.m.) deve essere eguale a:
2 2
1 1
2 (—) —sin?6y |1+ (—) ]
n n
1\ 2
sin3 00 Sin2 00 — <—>
n

Per cui:
2 2
1 1
2 (—) — sin? Oy |1+ <—>
d <§> B 1 n n
oo \2) 5 0 1\ 2
<1+tan 2 sin® 00\/Sin2 0o — (—)
n
d (6 1 0.78 — 0.4563 - 1.39 0.1457
d <_> _ — 0.8547220 _ 157
dfy \ 2 (60=420.5) 14 0.17 0.308+/0.4563 — 0.39 0.079 =
d (6 1 0.78 — 0.7306 - 1.39 —0.2355
— <—> = = 0.8547—— — —0.55
dfy \ 2 (00=58.73) 1+ 0.17 0.6244/0.7306 — 0.39 0.3644 —

Da ci6 si deduce che un piccolo errore dell’angolo di incidenza pit grande si ripercuote
meno sulla differenza di fase. Questo é il motivo perché nel rombo di Fresnel si utilizza
I’angolo maggiore.
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97-18) Esercizio n. 2 del 19/07/1997

Si abbia una lastra di alluminio illuminata da luce la cui lunghezza d’onda relativa al
vuoto é A = 500 nm. L’indice di rifrazione complesso dell’alluminio competente alla data
lunghezza d’onda é n = 1.5 +143.2. Calcolare e graficare il coefficiente di riflessione (L e ||)
in funzione dell’angolo di incidenza, valutando ’angolo pseudo-Brewster.

Sappiamo che:
c

n — — =
w

(B2 + i) e B1 = %

c
w
da cui:

%(n)ng’z e %(n)zgaz — Bzz%%(n) e az=—S(n)

olE

Per valutare i coefficienti di riflessione occorre conoscere i parametri p e g che ripor-
tiamo.

1 . .
P = |08+ B in 0+ /10393 + (68 — of - BT sin )|

1 . .
¢ = 3 [ﬁ% — a2 — Zsin® 0y + \/404%5% + (B3 — a2 — B?sin’ 90)2]

Sostituendo:
2= R+ () i B (RO (307 (RO~ (3 ()5’ 00)2‘

=5 [(?R(n))2—(%(n))2—sin2 90+\/4 (é)az(n))z(%(n))2+((é)fe(n))‘z—(g(n))"'_sm2 90) 2‘

Scriviamo, ora, le formule per la riflettivitda (Appunti Campi e.m. - Cap.4, par.4.6):

(q — By cos Bp)* + p?
(¢ + B1 cosBy)* + p?

pl=

P (q — Prsinfg tan 90)2 + p?
I + (q + 1 sin By tan 90)2 + p?
2

.. ) w
Dividendo numeratore e denominatore per 32 = —
2

. . LW . e e s e
di p e ¢ calcolati a meno di —, le formule per le riflettivita diventano:
c

e indicando con p* e ¢* i valori

(¢* — cos 90)2 + p*?

(g* + cos 90)2 + p*?

Pl =
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p2 _ p2 (¢* — sinfy tan 90)2 +p*2
” - (g* + sin 6y tan 90)2 + p*2

Nella tabella riportiamo i valori di p*2, ¢*2, p? e pﬁ per R(n) = 1.5 e S(n) = 3.2

fo p*? q** P oi
0° 10.2400 2.2500 0.6361 0.6361
59 10.2462 2.2486 0.6373 0.6350
109 10.2647 2.2446 0.6408 0.6315
159 10.2950 2.2380 0.6466 0.6256
200 10.3361 2.2291 0.6547 0.6172
259 10.3868 2.2182 0.6652 0.6062
30° 10.4457 2.2057 0.6779 0.5924
350 10.5110 2.1920 0.6930 0.5757
400 10.5807 2.1775 0.7103 0.5558
450 10.6528 2.1628 0.7298 0.5326
500 10.7251 2.1482 0.7516 0.5060
559 10.7953 2.1343 0.7756 0.4763
60° 10.8613 2.1213 0.8017 0.4443
65° 10.9211 2.1097 0.8299 0.4126
700 10.9728 2.0997 0.8602 0.3873
759 11.0148 2.0917 0.8925 0.3829
80° 11.0457 2.0859 0.9266 0.4321
850 11.0647 2.0823 0.9625 0.6024
90° 11.0711 2.0811 1 1

1.0

0.8 - R,

0.6 —

R

0.4 -

0.2 -

0-0 [ [ [ [ [ [ [

|
0° 10° 20° 300 40° 50° 60° 70° 80° 90°
Oo

L’angolo pseudo-Brewster vale circa 73°
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97-19) Esercizio n. 3 del 19/07/1997

Graficare le figure di polarizzazione e il verso di rotazione del vettore campo elettrico

rappresentato dall’espressione
E = Eo(& + be'®)ei(kz = wh)

nei seguenti casi: a) ¢ =0, b=1;b) p =0, b=2;¢) p=n/2, b=—-1;d) p =n/4, b=1.
Verificare analiticamente i parametri di polarizzazione. Si scrivano, inoltre, per ciascun
caso, i parametri di Stokes e si indichino gli stati di polarizzazione corrispondenti sulla sfera

di Poincaré.

Valutiamo le componenti del campo elettrico dato per z = 0:

E, = Eoe @t B, = b (W= @)

le cui parti reali sono:

E, = Eycoswt; E, =bEjcos (wt — ¢)

(0 <71 <1), le componenti del campo elettrico si scrivono:

el

2
Posto w = % eT =
E, = Eycos2nt; E, =bEycos (2nT — ¢)

a) $=0,b=1= E, = Eycos2nt, B, = Eycos2nT

E
]
E,
La polarizzazione é rettilinea:
By
45°

b) ¢ =0,b=2= E, = Eycos2nt, E, = 2E cos 2rT
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La polarizzazione é rettilinea:

B,

63°.4

) ¢:g, b=—1. Quindi:

E,=FEycos2nt, FE,=-—Fycos (27r7'— g) = Fycos [(271'7’— g) +7r] = Fycos (27r7'+ g)

. . . T
Ne segue che le due componenti hanno la stessa ampiezza e sono sfasate di 5} con-

seguentemente ’onda é polarizzata circolarmente e poiché risulta sind = sin 5 > 0 essa

é destrogira. Per verificare quanto affermato, grafichiamo la figura di polarizzazione:

-
0
0.1
0.2
0.25
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.75
0.8
0.9
1

E,/Eq
1
0.81
0.31
0
-0.31
-0.81
1
-0.81
-0.31
0
0.31
0.81
1

7=0.5

7=0.75

=0

7=0.25
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0
-0.588
-0.951
-1
-0.951
-0.588
0
+0.588
+0.951
1
+0.951
+0.588
0



d) qs:g, b=1. Quindi:
i
E,=FEqcos2nt, FEy,=Fycos (27r7'— Z)

. . . ™
Ne segue che le due componenti hanno la stessa ampiezza e sono sfasate di 7

. o e C 1. . . T
conseguentemente ’onda é polarizzata ellitticamente e poiché risulta sind = sin ) <0

essa é levogira. Per verificare quanto affermato, grafichiamo la figura di polarizzazione:

T Em/E() Ey/EO
0 1 0.707
0.1 0.81 0.9877
0.2 0.31 0.89101
0.3 -0.31 0.454
0.4 -0.81 -0.1564
0.5 -1 -0.707
0.6 -0.81 -0.9877
0.7 -0.31 -0.89105
0.8 0.31 -0.454
0.9 0.81 0.1563
1 1 0.707
E?J
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97-20) Esercizio n. 4 del 19/07/1997

Calcolare la direttivita di una antenna il cui pattern di radiazione é dato dalla espres-
sione U = U, cos” @ per 0 <0 <7/2e0< ¢ <2m; U =0 altrove.

D 4712 (S0, 0 Arr2U,, 47

- 4 - 47 - w/2 o
/ S,.r2dQ U,,r?2 / cos” 0dS2 271'/ cos”™ 0 sin Odf
0 0 0
-2 -2

= w/2 = T M

/ cos™ 0d cos @ 1 [Cos(nﬂ) 9] 2

0 n—+1 0
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97-21) Esercizio n. 1 del 6/9/1997

Una particella puntiforme di carica ¢ si muove di moto rettilineo uniforme con velocita
U rispetto ad un sistema di riferimento S. Scrivere le espressioni dei campi elettrico e di
induzione magnetica generati dalla particella carica, nel punto P = (0, y,0), in funzione
del tempo. Graficare I’andamento temporale di B e calcolare analiticamente la larghezza
dell’impulso a metd altezza, verificando graficamente il risultato ottenuto. Si ponga v =
1.2, y = 1 m e si assuma come unita della scala dei tempi 1 ns.

/)

@-:::::::: oscilloscopio

7o .

-------------- GO e
O

Le formule generali delle componenti del campo elettrico generato da una carica pun-
tiforme in moto rettilineo uniforme lungo ’asse x, in funzione del tempo, si ottengono da
quelle valutate per t = 0 (Appunti di Campi e.m.) sostituendo al posto di z la quantitd
T — vt:

r — vt
Em:KqFY_ 13/2
2 (av—vt)2+yz+z2
Yy
E, = Kqvy- 373
2 (a:—vt)2+y2+z2
z
EZ:Kq’Y_ _3/2
72 (@ — vt)” + y? + 22

Sia P = (0,y,0) la posizione dell’osservatore; in tale punto si ha:

—ut Y

E, = Kqy : E, = Kqy
(y202¢2 + y2)3/2 y (y202t2 + y2)

E,=0

3/2°

Le formule per il campo magnetico (nel punto P) sono:
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v Y
B, =Kqv—
? c? (2022 + y2)3/2
. . . . v 1
Il valore massimo di B, si ha, ovviamente, per t = 0 e vale: Max(B,) = Kqy— —-
c

Poiché B, é una funzione simmetrica rispetto all’asse ¢ = 0, il valore ¢t* per cui

1
B,(t*) = §Maa7(Bz) si ottiene imponendo:

Y 1
(20282 + y2)3/2 2y

ossia:
1

1
(20282 4 y2)3/2 243

€ ancora:

2
Elevando a 3’ si ha:
V2022 g2 = 22/3y2 V2022 4+ g2 = 1,587y

V2022 = 0.587y? dacui t* = 4077~ — At =1.542
YU YU

v2 1 v?

1
Nel nostro caso v = 1.2 quindi 1 — - = - — — = 1- — da cul: vi? =
c 0 c
¥ —c? =c*(y? - 1) = 3.96 - 1016 = yv = 1.99 - 108. Ne segue:

At* =T7.74 ns
B,(t
Grafichiamo la funzione f(t) = WE;Z):
t [ns] 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
f(t)y 1 094 080 0.63 048 0.36 0.265 0.198 0.15 0.116 0.0905
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97-22) Esercizio n. 2 del 6/9/1997

Con riferimento al primo quesito, per rivelare strumentalmente nel punto P la presenza
della carica in moto, si ponga una piccola spira di centro P e di area A giacente nel piano
xy cioé nel piano contenente il vettore ¥ e la direzione congiungente la carica ¢ ed il
centro della spira e si misuri la f.e.m. in essa indotta. Determinare I’espressione di tale
f.e.m e graficarne 'andamento temporale utilizzando i dati del primo quesito. Valutare
analiticamente la durata dell’impulso (distanza temporale fra i due massimi).

Sia A D’area della superficie della spira, allora il flusso di B che attraversa la spira é:

®(B) = KgyA— i

c? (Y2022 + y2)3/2

L’espressione della forza elettromotrice indotta é:

3 1/2
1D v (Wzvztz +y2) 220ty
e=——=KqA =
Z T e )
V., 9 o t v3 t
= Kq’yAg?ry v 572 3ch—2’y yA 572
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che presenta due estremi:

2

d t
dt [(,yzvztz +y2)
_72?)2152 T y? — 5y20%2
(y2v22 + y2)7/2

] (,szztz 4 y2)5/2 3 (,yzvztz n y2)3/2 2720242
5/2 | —

(P02 + y2)°

che si annulla per —4y202t*? = —y? cioé per
. y . 1
t*=4+—; mnelnostrocaso: t"=+————=2.5ns
2vv 2-1.99-108

Grafichiamo la forza elettromotrice indotta al variare del tempo e, precisamente, la

t
(Y2022 + y2)5/2'

funzione f(t) =

t [ns 0 1 2 2.51 3 4 5
1.17  0.895 0.655 0.472 0.34 0.248

f(t)/1072 0 0.907 1.38 1.44 1.4

1.5

6 7 8 9

1.0
0.5
F(H)/1079 0.0

—0.5

—1.0

~1.5 | i i | i
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97-23) Esercizio n. 3 del 6/9/1997

Si abbia una lunga antenna (I/A = 10) filiforme eccitata con onda viaggiante. Cal-
colare analiticamente gli zeri del diagramma di radiazione e, in modo approssimato, le
direzioni di massima emissione. Graficare il diagramma di radiazione verificando i risultati
trovati.

Poiché la lunghezza 2l dell’antenna é un numero intero pari di semilunghezze d’onda

[
<2l = 40%) cioé Y= 10, possiamo applicare la formula:

sin(207 cos @
IF(0)] = sin (207 cos 0)

tan —
2

Gli zeri si hanno per:

r
20mcos0* =rm = cosO* = —

20
r 20 19 18 17 16 15 14 13
0* 00 +189.19 +25°.84 +31°.79 +369.87 +41°.41 +459.57 +49°.46
r 12 11 10 9 8 7 6 5
0* +539.13 +56°.63 +60° +639.25 +66°.42 +69°.51 +72°.54 +75°.52
r 4 3 2 1 0 -1 -2 -3
0* +780 46 +81°.37 +84Y.26 +879.13 +90° +92086 +95°.74 +989.63
r —4 -5 —6 -7 -8 -9 —10 —11
0* +101°9.54 +104°.48 +107°.46 +110°.49 +113°.58 +116°.74 +120°  +1239.37
r -12 -13 —14 -15 —16 —17 —18 —19
0* +126°.87 +1309.54 +134°.43 +138°.59 +143°.13 +148°.21 +1549.16 +161°.8
T —20
0* 180°

Il diagramma é simmetrico rispetto alla direzione 0° — 180° e si hanno complessiva-
mente 80 zeri ossia il doppio del numero di semilunghezze d’onda. Si osservi che I’antenna
non irradia lungo la direzione della corrente (0° — 1807).
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Per quanto riguarda i valori massimi, essi non si possono calcolare in modo semplice;

osserviamo, tuttavia che, poiché I'antenna é molto lunga, la rapida variazione del seno
comporta che approssimativamente le direzioni di massima emissione si hanno per:

‘ mm ) . .
|sin (207080 maz)| = 1 = 207 €08 Oz = — conm dispari, ossia: cos @0z =

3

>

maxr

3

gmaw

3

emam

3

>

maxr

3

>

maxr

m
40
39 37 35 33 31 29 27 25
+129.84 422933 +28°.96 434941 +39°.19 +439.53 +47°.55 +519.32

23 21 19 17 15 13 11 9
+54°.90 +58".33 +61°.65 +64°.85 +67°.98 £71°.03 74°.04 77°

7 5 3 1 -1 -3 -5 -7
+79992 482082 48507 488956 +91943 +94°3 +979.18 +100°.08

-9 —11 —-13 —15 —-17 —19 —21 —-23
+103°  £105°.96 £108°.96 +112°.02 £115°.15 +£118°.36 +121°.67 £125°.1

—25 —27 -29 —31 —-33 —35 =37 -39
+1289.68 £132°.45 +£136°.47 +140°.80 £145°.59 +151°.04 £157°.67 £167°.16

Questi valori sono chiaramente approssimativi. Il diagramma di radiazione presenta
80 lobi. Tl suo grafico é abbastanza chiaro dai valori riportati.
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97-24) Esercizio n. 4 del 6/9/1997

Un’onda elettromagnetica piana, viaggiante nel vuoto, incide normalmente sulla su-
perficie di un plasma uniforme infinitamente esteso e senza collisioni. Se w, ¢é la frequenza
di plasma, calcolare per quale frequenza dell’onda incidente ’onda riflessa risulta sfasata
di 7/2 rispetto all’onda incidente.

Applichiamo subito le leggi di Fresnel per 5 = 0 nel caso di dielettrici perfetti in
quanto il plasma é senza collisioni.
Consideriamo (in quanto é del tutto indifferente) il caso F | :

VEr1 = \/€r2

B, =YL V2R dove ey = 1

B VEr1 T y/€ro

Ora, poiché si richiede che 'onda riflessa sia sfasata rispetto all’onda incidente deve
necessariamente risultare complesso il coefficiente di Fresnel. Poiché ¢,.; = 1, perché questo
succeda deve essere /€., complesso. Poiché per un plasma senza collisioni risulta:

w2
Ve =\[1- 5

deve essere w < w,, quindi;

Conseguentemente:

2
w

1—iy /2 -

By = W Ej

w2

1+ —2 —
w

Il modulo del coefficiente di riflessione é 1 e 'onda viene totalmente riflessa. Seguendo

lo stesso procedimento effettuato nel caso della riflessione totale per i mezzi dielettrici, si

ha:

w2

. P
At . — — 1
FE, = W =e 20 con tana = wl per w < wy
e
SRR . T
Poiché si richiede che 2« sia > ne segue: o = 1
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2
w T

([ Z—1=tanZ =1
w? an4

Elevando al quadrato, risulta:
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97-25) Esercizio n. 1 del 4/10/1997

Si abbia un dipolo hertziano di centro O e orientato lungo 'asse z. Si considerino
due coni circolari di vertice O i cui assi sono orientati secondo l'asse z, il primo verso
la direzione positiva, 1’altro verso quella negativa. La semiapertura di ciascun cono sia
di 45°. Calcolare la frazione della potenza totale emessa dal dipolo immagazzinata nello
spazio esterno alla superficie dei coni.

piano
equatoriale

La potenza irradiata da un dipolo hertziano nella zona tratteggiata al di sopra del
piano equatoriale, cioé all’interno di un angolo solido di asse # = 90° e di semiapertura
generica gy (che nel nostro caso é 45°), risulta (Appunti Campi e.m.):

Z (kI (> o
Pyo == — / de sin® Ad#
2 4:’/T 0 6o

90° 90°
/ sin® 0df) = — / (1 — cos®0) dcosf =
90 90

8o 90° 1
= / dcosf + / cos?0d cos = cosfy — = cos® Oy = 0.707 — 0.118 = 0.589
900 6o 3
dove é stato assunto fy = 45°
Quindi la potenza irradiata al di sopra e al di sotto del piano equatoriale cioé in tutta
la zona tratteggiata é il doppio di quella calcolata.
AN
Py, =77 (4—) -0.589 - 2

™
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Poiché la potenza totale irradiata é:

4 kI 2
P, =—-nz 2=
t= 3" (47r>

si ha: P 3
26 _ 2 .9.0.589 = 0.8838 = 88.38%
P, 4

97-26) Esercizio n. 2 del 4/10/1997

Si consideri un cristallo di calcite tagliato in modo tale che 1'asse ottico (orientato
lungo 'asse z) é perpendicolare alla superficie. Un fascio di luce incide sulla superficie del
cristallo con un angolo di incidenza y = 50°. Calcolare gli angoli di rifrazione competenti al
raggio ordinario e straordinario rispettivamente nonché i rispettivi coefficienti di riflessione
nel caso di polarizzazione ortogonale al piano di incidenza. Per la calcite si ha:

e 0 O n2 0 0
e=|0 € 0 ]=el| 0 nz2 0|,
0 0 e 0 0 n

dove n = 1.658, n, = 1.486.

Dall’esercizio n. 2 del Compito di Campi elettromagnetici del 1/2/97 sappiamo che:
n sin 6
tan Ostraord = — 0 , sin 6,,.,4 = — sin 6
n n

2 _ gip?
n2 — sin” fy

E utile costruire la seguente tabella, anche se non richiesto espressamente dal problema:

n = 1.658, n, = 1.486

0o 00 100 200 30  40° 500  60° 700 80 90°
Osiraord 0° 69.02 110.97 17976 23°.27 28°.33 320.73 36°.19 38°.42 39°.19
Oprg 0O 60 1199 17955 22081 27952 31049 34°.52 36°.44 379.09

Af 0° 02.02 0%07 0°.2 046 0°.81 1°.24 1%67 1998 29.095

Calcoliamo, ora, i coefficienti di riflessione competenti alle due onde per 6, = 50° nel
caso che ’onda incidente sia polarizzata linearmente con il vettore F ortogonale al piano
di incidenza. Conviene usare la formula:

2 2

? B ‘—0.36926

sin (92 — 90)
sin (92 —+ 90)

_ |sin (28°.33 — 50°)

= 14.21%
sin (280.33 + 500) -

RJ_ straord —

0.979329
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2 2
B ‘—0.38236

0.97637

sin (27°.52 — 50°)

= 15.34%
sin (279.52 + 500) -

RJ_ ord —
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97-27) Esercizio n. 3 del 4/10/1997

Un fascio di luce incide, in direzione della normale, su una lastra di palladio il cui
indice di rifrazione relativo alla lunghezza d’onda considerata é: n = 1.81 4 ¢2.64.

Calcolare: a) la profondita di penetrazione; b) il coefficiente di riflessione; c) la va-
riazione di fase subita dall’onda in conseguenza della riflessione.

(vedi Compito Campi e.m. 1/2/97 e 19/7/97)

k=%n = B+ia=—-Rn)+i-I(n)
c c
da cui:
_v _ Wy 2T
B = C?R(n) e o= C\s(n) = I(n)

dove )\ é la lunghezza d’onda relativa al vuoto.
Per n = 1.81 +12.64 ¢ A\g = 500 nm si ha:

2T

- = 9264=23.32-10" m™!
“ T 500109 mn

conseguentemente la profonditd di penetrazione § é:
1 -9
0=—=230.14-10"" m = 30.14 nm
o o2 IR

Per 0y = 0°, si ha:

_ 2 2
(q+ B1)” + p?
ki — ko’
Si osservi che si poteva usare direttamente la formula: L 2
k1 + ko
Per 0y =0 = q=p2ep=a.
_ 2 2
R = (B2 51)2 ta e poiché (1 = @ si ha:
(B2 + B1)” + a2 ¢
R(n) —1)> + (I(n))>  7.6257
p= D +Bm) _ — 05129 — 51.20%
(R(n) +1)" + (I(n)) 14.8657
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Per calcolare la fase dell’onda riflessa, scriviamo il coefficiente di Fresnel per 83 = 0 e
M2 = [

ki—ky,  _1-%

5.28
— = —0.5711 da cui: 6= —29°.73

©0.2457
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97-28) Esercizio n. 4 del 4/10/1997

Un’onda elettromagnetica é la composizione di due onde piane linearmente polariz-
zate:
E, = 2cos(kz — wt); E, = 3cos(kz — wt — 90°)

Determinare analiticamente lo stato di polarizzazione dell’onda nonché i parametri
che lo caratterizzano. Verificare i risultati ottenuti, graficando per punti la figura di po-
larizzazione.

Riscriviamo le espressioni delle componenti del campo elettrico:
E, =2cos (kz — wt); E, = 3cos (kz — wt — 90°)
2T .
Posto wt = ?t = 277 si ha, per z=0:
™
E; =2cos(—277); E, = 3cos (—27r7' - 5)

Valutiamo E, e E, al variare di 7 e grafichiamo la figura di polarizzazione:

T 0 1 2 .3 4 .5 .6 7 .8 9 1
E, 2 1.62 0.62 —-0.62 —1.62 -2 —-1.62 —0.62 0.62 1.62 2
E, 0 —1.76 —2.85 —2.85 —1.76 0 1.76 285 285 1.76 0
EZ/
:0.8
7=0.
7=0
E,
7=0.4
7=0.2

Valutiamo,ora, analiticamente i parametri di polarizzazione.

Osserviamo che gli argomenti delle funzioni coseno che figurano nelle espressioni delle
componenti dei campi sono opposti a quelli indicati in teoria in base ai quali abbiamo
sviluppato le formule per la valutazione dei parametri, quindi bisogna stare attenti.
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Scriviamo, allora, le componenti dei campi in modo diverso:
E, =2cos (wt — kz); E, = 3cos (wt — kz +90°)
Ora possiamo applicare le formule studiate in teoria; si ha, quindi:
sind = sin90° > 0
La polarizzazione, pertanto, é destrogira come risulta dalla figura. Si ha:

tan2¥0 =0 — 20 =180 — ¥ =90°

2a1b 12
§in 2y = 5 sin g = — = 0.9230
ay + by 13
quindi:

b
tany = 0.67 ossia — = 0.67
a
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97-29) Esercizio n. 1 del 22/11/1997

Un’onda elettromagnetica piana viaggiante in un mezzo dielettrico perfetto di indice
di rifrazione my = 1.52 incide, con un angolo di incidenza maggiore dell’angolo limite,
sulla superficie di un altro dielettrico perfetto di indice di rifrazione no = 1.33. Si calcoli
la distanza alla quale ’ampiezza dell’onda superficiale diventa 1/e del suo valore sulla
superficie, nel caso che gli angoli di incidenza siano 07, + 2° e 0, + 5° rispettivamente. La
lunghezza d’onda della radiazione incidente rispetto al vuoto sia A = 488 nm.

xT
onda onda
incidente riflessa
01 + 660
€1 9L + 00 L
z

Nel secondo mezzo il campo viaggia lungo ’asse z attenuandosi lungo 1’asse = negativo.
11 coefficiente di attenuazione é (1; infatti per la formula (4.2.1) degli Appunti di Campi
e.m. 'onda superficiale si scrive:

B, = Byeh® tioz—iwt (o 0) (g, > 0;)

1
La distanza alla quale il campo diventa — del suo valore sulla superficie di separazione
e

1
é: 0 =—
B
Si ha:
Br = w/eriry [sin® By — =
€1

essendo w = 27— dove Ao 6 la lunghezza d’onda riferita al vuoto (Ag = 488 nm).

0
Ne segue, nell’ipotesi che p,. = 1, che:

B1 = nyq/sin?ly — —  (ny =133, n; = 1.52)

Calcoliamo 67,:
. UP) 0
01, = arcsin <—> ~ 61

ni
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Per 0y = 01, + 2° = 63° si ha:

[B1] (6, =630y = 1-957 - 1071/0.79389 — 0.765625 = 1.957 - 107 - 0.16812197 =
=3.290147-10° = [0] 5, _gg0y = 0.304 o = 304 nm

Per 0y = 01, + 5° = 66° si ha:

[81] (g, 660y = 1957 - 107/0.834565 — 0.765625 = 1.957 - 107 - 0.2625648 =
=5.13839-10° = [0](,_g0) = 0-1946 p = 194.6 nm
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97-30) Esercizio n. 2 del 22/11/1997

Per un limitato intervallo di lunghezze d’onda, 'indice di rifrazione di certi vetri é

dato dalla relazione:
B
essendo A la lunghezza d’onda relativa al vuoto.
Sapendo che per il quarzo a Ay = 257nm corrisponde un indice di rifrazione n; =
1.50379 e che a Ay = 589.3nm corrisponde un indice di rifrazione ne = 1.45848, calcolare
la velocitd di fase e la velocitda di gruppo competente ad un’onda di lunghezza d’onda

A = 404.6nm.

vedi Compito Campi e.m. del 16/7/94 e del 24/7/96.
Calcoliamo i coefficienti A e B:

B
A+ » =n (A = 257 nm;ny = 1.50379)
B
A+ 2= e (A = 589.3 nm;ng = 1.45848)
2
da cui:
1 1
n JES—
A
, L] m._m
e " 1A mai-mead
1 i 1 1 )‘% B )‘%
AVl PR
b
A3
9.932382576 - 10714 — 5.06492898175 - 10713 4.0717-10713
_ _ — 1.447838
6.6049 - 10— 14 — 3.4727449 - 10—13 2.8122549 - 1013 —/———
— A2)\2 4.531-1072.2.293713 - 10726
_ (ng —n1) AfA3 _ 531-10 93713 -10 36055 10-15
2.8122549 - 10—13 2.8122549 - 10—13 -

Quindi 'indice di rifrazione competente a A = 404.6 nm é: n = 1.47041
Allora, la velocita di fase é:

vp = % = 2.04-10% m/s

Per quanto riguarda la velocitd di gruppo si ha:

_dw
e
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C 1y w . . . .
poiché B(w) = —n(w) é una funzione monotona in w, si ha:

Cc

o= () = ("2 )

In funzione di A, si ha:

2
Ma A\ = e e quindi:
w

dA

dw

Quindi:

D’altra parte:

In definitiva:

_(n()) 2B\
Ve =\ o T

p = (M), 2mdn A\
g c A d) dw

_2mc . 2mc 2__)\_2
w2 Ar2e2T 27e
o = () _ Adn)T
g9 c c d)\
dn B 2B
d\ )3

— (4.9-107° 4+ 1.50498 - 1071%) 7' = 1.98 -
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97-31) Esercizio n. 3 del 22/11/1997

Per la riga di risonanza "D” del sodio si hanno i seguenti parametri per la formula di
dispersione:
Ne?
wo=3-10", ~y=2.101", — =10%
meop
Graficare l'indice di rifrazione n ed il coefficiente di assorbimento « in funzione della
frequenza. Trovare il valore massimo di n e di a nonché la larghezza a meta altezza della
riga di assorbimento in unitd di lunghezze d’onda espresse in A.

Si ha:

Ne? w2 —w? +iwy

€om (w2 — w2)2 + w2y2

1+

Ne? 1 ]
=€

2

= 1
f(w) =co |1+ eom (w§ — w? — iwy)

Dagli Appunti di Campi e.m., si ha quindi:

1 Ne? w22

T 2y egme (w2 — w2)2 + w2y2

Il valore massimo di « si ha per w = wy

1 Ne* 1023
Gmaz = o eome  2-2-1010-3- 108

= 8.3333-103 m~"

Dimostriamo che la larghezza della riga é v = 2 - 100 rad/s.
Infatti essa si calcola imponendo che:
w?" 2 1 1 1
2 2)2 o2 2 nZ 2
(wg — w*?)” 4 w*2y? (w§ — w*?)

ossla: )
(wg — w*z)

w*272

Calcoliamo w™* nel caso w* < wp:

Wty —wi=0 = w

e Y EVYE+ 4w
B 2
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Poiché certamente 4w3 >> 2, la soluzione dell’equazione (si scarta ovviamente quella
negativa) é:

* v * v

W =—-=-+w = W —wp=—=

2 Y °T 2

quindi la larghezza totale della riga a metd altezza é: T' = 2|w* — wp| = 7.

In termini di lunghezza d’onda, si ha:

2re 2me 2re

A=" —= Ad=-—"Aw; Per Aw=T = AX= ""~v=10.042 A =0.0042 nin

w wz wz e——

Il valore massimo di n é 1.0004167 in corrispondenza di w* = wy — %
Grafichiamo, ora, a e n in funzione di w — wy.

wp — w wd — w? w22 (wg - w2)2 + w?y? - < n—1
0 0 3.6 - 10°! 3.6 - 10°! 1 0
+0.1-101° 46-10%* ~3.6-10°1  3.635952 - 10°! 0.99 +8.25.107°
+0.2-1010 +1.2-10%° ~3.6-10°"  3.744-10°! 0.96 +1.6-107%
+0.3-10"° +1.8-10%®° ~3.6-10°7  3.924-10°! 0.917 +2.2935 - 104
+0.4-1010 4+2.4-10%° ~3.6-10°"  4.176-10°! 0.862 +2.87356 - 10~*
+0.5-10° +3.10% ~3.6-10°' 4.5.10°! 0.8 +3.3333 - 104
+0.6-10° +3.6-10%° ~3.6-10°1  4.896-10°! 0.735 +3.676 - 1074
+0.7-10° +4.2-10%° ~3.6-10°"  5.363979 - 10°! 0.67 +3.915- 10~
+0.8-10" +4.8-10%® ~3.6-10°" 5.9-10°! 0.61 +4.068 - 10~4
+0.9-10" +5.4-10%® ~3.6-10°1 6.516-10°! 0.55 +4.1436 - 104
+1.0-10° 4+6-10%® ~3.6-10°' 7.2-10°! 0.5 +4.17-1074
+1.1-10'° +6.6-10%® ~3.6-10°"  7.955-10°! 0.45 +4.15-107%
+1.2-10°0 4+7.2-10%® ~3.6-10°1 8.784-10°! 0.41 +4.098 - 10~4
+1.3-10"° +7.8-10%®° ~3.6-10°1  9.684-10°! 0.37 +4.027-10~4
+1.4-10° 4+8.4-10% ~3.6-10°Y  1.0656 - 1052 0.3378 +3.941 - 1074
+1.5-101° 4+9.10%®° ~3.6-10°"  1.17-10°2 0.3077 +3.846 - 1074
+1.6-10"° 4+9.6-10%° ~3.6-10°"  1.2816- 1052 0.2809 +3.7453 - 104
+1.7-101° 4+1.02-10%6 ~3.6-10°"  1.4-10°2 0.257 +3.6428 - 10~*
+1.8-1010 +1.08-10%6 ~3.6-10°1  1.526-10°2 0.236 +3.53866 - 104
+1.9-10 +1.14-10%¢ ~3.6-10°Y  1.6596 - 1052 0.2169 +3.434 - 1074
+2.0-10° +1.2-10%¢ ~3.6-10°1 1.8-10°2 0.2 +3.3333 - 104
+2.1-10° 4+1.26-10%6 ~3.6-10°"  1.9476 - 1052 0.1848 +3.2347-10~*
+2.2.1010 4+1.32-10%6 ~3.6-10°"  2.1024 - 1052 0.1712 +3.13927 - 10—
+2.3.1010 +1.38-10%6 ~3.6-10°1  2.2644 - 10°2 0.15898 +3.04716 - 104
+2.4-10° 4+1.44-10%6 ~3.6-10°1  2.43358-10%2 0.14793 +2.9586 - 104
+2.5-10 +1.5-10%® ~3.6-10°1  2.61-10°2 0.13793 +2.87356 - 10~4
+2.6-10"° +1.56-10%6 ~3.6-10°"  2.7935 - 1052 0.1288 +2.792196 - 10~
+2.7-1010 41.62-10%6 ~3.6-10°1  2.984-10°2 0.1206 +2.7144 - 104
+2.8.1010 +1.67-10%6 ~3.6-10°1  3.182-10°2 0.1131 +2.624136 - 10~*
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97-32) Esercizio n. 4 del 22/11/1997

Un sistema di cinque antenne a mezz’onda parallele ed equidistanti d = A/2 é uni-
formemente alimentato con tutte le correnti in fase. Calcolare il valore della fase progressiva
perché il lobo principale subisca una deviazione angolare di +30° dalla direzione broadside.

Graficare il diagramma di radiazione.

Si ha:
1 |sin g(ﬂcos¢+7)
K@) = | snl(reos 1) /2]

Per v = 0 il diagramma di radiazione presenta un lobo principale in direzione broad-

side.
Perché il fascio subisca una deviazione di +30° occorre che ¢ sia 60° o 120°, quindi

(¢ — 2mm con m = 0)

deve essere:
meosp* + =0
ossia:
0 T
mcosb0” = -y — = —3
mcos120° = —y = 4= g

Diagramma di radiazione per v = 0
90°

1209

300°

2400 i
2709
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. . . ™
Diagramma di radiazione per v = —5
909

1209 ; 60°

1500/ N\ N0
1800 00
2109 73300

300°

Fine Esercizi Campi e.m. - 1997
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