
||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{Eser
izi svolti di Campi elettromagneti
i - Anno 201010-1) Eser
izio n. 1 del 22/1/2010Sia dato un sistema di antenne a mezz'onda uniformemente alimentate e 
on le 
orrentiin fase fra di loro. Esse, orientate se
ondo la direzione dell'asse x, sono posizionate 
on i
entri posti ai verti
i di un quadrato 
ir
os
ritto da una 
ir
onferenza di raggio d, gia
entenel piano yz, 
ome in �gura. Determinare l'espressione del vettore di Poynting irradiato.
y

z
� ......................................................................................................................................................................................... ......................asse x ....................................................................................

................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
..........��

� �
12

3 4
|||||||Siano Oi � (yi; zi) (per i = 1� 4) i punti 
he individuano le posizioni dei 
entri delleantenne sul piano yz. Si ha:y1 = + dp2 ; y2 = � dp2 ; y3 = � dp2 ; y4 = + dp2z1 = + dp2 ; z2 = + dp2 ; z3 = � dp2 ; z4 = � dp2Le densit�a di 
orrente sull'antenna 1, sull'antenna 2, sull'antenna 3 e sull'antenna 4ESCAM10 - 1



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{sono rispettivamente:8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:
~J (1) = bxA1Æ�y � dp2� Æ�z � dp2� 
os kx � l � x � +l~J (2) = bxA2Æ�y + dp2� Æ�z � dp2� 
os kx � l � x � +l~J (3) = bxA3Æ�y + dp2� Æ�z + dp2� 
os kx � l � x � +l~J (4) = bxA4Æ�y � dp2� Æ�z + dp2� 
os kx � l � x � +lPosto A1 = A2 = A3 = A4 = 1 per la uniformit�a del sistema di antenne, la densit�a di
orrente risultante �e la somma delle quattro:~J =bxÆ�y � dp2� Æ�z � dp2� 
os kx+ bxÆ�y + dp2� Æ�z � dp2� 
os kx++bxÆ�y + dp2� Æ�z + dp2� 
os kx+ bxÆ�y � dp2� Æ�z + dp2� 
os kxIl vettore di radiazione (far �eld) ~N(�; �) �e:~N(�; �) = ZV e�ikber � ~r 0 ~J(~r 0)d3r 0Ora: ber = bx sin � 
os�+ by sin � sin�+ bz 
os �Quindi: ber � ~r 0 = x 0 sin � 
os�+ y 0 sin � sin�+ z 0 
os �Ne segue:~N(�; �) == ZVe�ik (x 0 sin � 
os�+y 0 sin � sin�+z 0 
os �)bxÆ�y 0� dp2�Æ�z 0� dp2�
os kx 0dx 0dy 0dz 0++ ZVe�ik (x 0 sin � 
os�+y 0 sin � sin�+z 0 
os �)bxÆ�y 0+ dp2�Æ�z 0� dp2�
os kx 0dx 0dy 0dz 0++ ZVe�ik (x 0 sin � 
os�+y 0 sin � sin�+z 0 
os �)bxÆ�y 0+ dp2�Æ�z 0+ dp2�
os kx 0dx 0dy 0dz 0++ ZVe�ik (x 0 sin � 
os�+y 0 sin � sin�+z 0 
os �)bxÆ�y 0� dp2�Æ�z 0+ dp2�
os kx 0dx 0dy 0dz 0ESCAM10 - 2



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{ossia: ~N(�; �) =bxe�ik dp2 sin � sin�e�ik dp2 
os � Z +l�l e�ikx 0 sin � 
os� 
os kx 0dx 0++bxe+ik dp2 sin � sin�e�ik dp2 
os � Z +l�l e�ikx 0 sin � 
os� 
os kx 0dx 0++bxe+ik dp2 sin � sin�e+ik dp2 
os � Z +l�l e�ikx 0 sin � 
os� 
os kx 0dx 0++bxe�ik dp2 sin � sin�e+ik dp2 
os � Z +l�l e�ikx 0 sin � 
os� 
os kx 0dx 0
he si pu�o s
rivere:~N(�; �) =bx(Z +l�l e�ikx 0 sin � 
os� 
os kx 0dx 0) ��(e�ik dp2 
os � 264e�ik dp2 sin � sin� + e+ik dp2 sin � sin�375++ e+ik dp2 
os � 264e�ik dp2 sin � sin� + e+ik dp2 sin � sin�375)ossia:~N(�; �) =bx(Z +l�l e�ikx 0 sin � 
os� 
os kx 0dx 0) ��264e�ik dp2 sin � sin� + e+ik dp2 sin � sin�375264e�ik dp2 
os � + e+ik dp2 
os �375In de�nitiva:~N(�; �) = bx4�
os�k dp2 sin � sin����
os�k dp2 
os ���Z +l�l e�ikx 0 sin � 
os� 
os kx 0dx 0Si ha: bx � br = 
os = sin � 
os�essendo  l'angolo formato fra l'asse x e la direzione del vettore posizione ber.ESCAM10 - 3



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{Per un'antenna a mezz'onda orientata lungo l'asse x risulta, quindi:Z +l�l e�ikx 0 sin � 
os� 
os kx 0dx 0 = Z +l�l e�ikx 0 
os 
os kx 0dx 0 = 2k 
os��2 sin � 
os��1� sin2 � 
os2 �Pertanto:~N(�; �) = bx4�
os�k dp2 sin � sin����
os�k dp2 
os ���2k 
os��2 sin � 
os��1� sin2 � 
os2 �Poi
h�e: 8>>><>>>:bx = ber sin � 
os�+ be� 
os � 
os�� be� sin�by = ber sin � sin�+ be� 
os � sin�+ be� 
os�bz = ber 
os � � be� sin �si ha:~N(�; �)=ber 8k(sin � 
os��
os�k dp2 sin � sin����
os�k dp2 
os ���
os��2 sin � 
os��1� sin2 � 
os2 � )++be� 8k(
os � 
os��
os�k dp2 sin � sin����
os�k dp2 
os ���
os��2 sin � 
os��1� sin2 � 
os2 � )++be� 8k(� sin��
os�k dp2 sin � sin����
os�k dp2 
os ���
os��2 sin � 
os��1� sin2 � 
os2 � )Il vettore di Poynting (far �eld), mediato in un periodo, �e:h~Si = 12Z � k4�r�2 �jN�j2 + jN�j2� berSi ha, allora:jN�j2 + jN�j2 == 64k2(�
os�k dp2 sin � sin���2�
os�k dp2 
os ���224
os��2 sin � 
os��1� sin2 � 
os2 � 352)�� �
os2 � 
os2 �+ sin2 ��Poi
h�e:
os2 � 
os2 �+ sin2 � = 
os2 �� sin2 � 
os2 �+ sin2 � = 1� sin2 � 
os2 �ESCAM10 - 4



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{risulta: jN�j2 + jN�j2 == 64k2(�
os�k dp2 sin � sin���2�
os�k dp2 
os ���2h
os��2 sin � 
os��i21� sin2 � 
os2 � )Quindi:h~Si = 12Z � 2�r�2(�
os�k dp2 sin � sin���2�
os�k dp2 
os ���2h
os��2 sin � 
os��i21� sin2 � 
os2 � )ber
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||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{10-2) Eser
izio n. 2 del 22/1/2010Con riferimento al problema pre
edente gra�
are il diagramma di radiazione nel piano� = 900. Si assuma d = �2 . |||||||Per � = 900 risulta:
h~Si(�=900)=12Z � 2�r�2(�
os�k dp2 sin���2 h
os��2 
os��i2sin2 � )ber

Per d = �2 =) kd = �:
h~Si(�=900)=12Z � 2�r�2(�
os� �p2 sin���2 h
os��2 
os��i2sin2 � )ber

Gra�
hiamo il fattore di forma:
F (�) = (�
os� �p2 sin���2 h
os��2 
os��i2sin2 � )

Si osserva subito 
he il fattore di forma presenta due zeri. Il primo per � = 00 per
ui si annulla il se
ondo fattore ed il se
ondo per sin� = 1=p2 ossia per � = 450 per 
uisi annulla il primo fattore. �E 
hiaro quindi 
he fra questi due zeri deve esistere un loboESCAM10 - 6



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{se
ondario, ovviamente in tutti quattro i quadranti.
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||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{10-3) Eser
izio n. 3 del 22/1/2010Un'onda elettromagneti
a piana di frequenza � = 12MHz si propaga in un plasma la
ui pulsazione di plasma �e !p = 2� � 9 � 106 rad=s. Cal
olare il tempo ne
essario impiegatodall'onda a per
orrere 1Km. Se la frequenza 
ollisionale degli elettroni �e 105 s�1, 
al
olarel'ampiezza del 
ampo elettri
o dopo il per
orso di 1 Km riferita all'ampiezza iniziale del
ampo. |||||||La velo
it�a 
on la quale si propaga un'onda elettromagneti
a in un mezzo dispersivo�e: vg = 
s1� !2p!2 = 
r1� 4�2 � 81 � 10124�2 � 144 � 1012 = 
p1� 0:5625 ' 0:66
 m=sessendo 
 la velo
it�a della lu
e nel vuoto.Il tempo � per per
orrere L = 1 Km �e:� = Lvg = 1030:66 � 3 � 109 = 5:05 � 10�6 s = 5:05 �sPer 
al
olare il 
oeÆ
iente di attenuazione �, valutiamo la quantit�a ��! . Si ha:� = �0!eff!2p!2 + !2eff = �0 2� � 105 � 4�2 � 81 � 10124�2 � 144 � 1012 + 4�2 � 1010 ' 353404�0 S=m� = �0 1� !2p!2 + !2eff ! = �0�1� 4�2 � 81 � 10124�2 � 144 � 1012 + 4�2 � 1010� ' 0:4375�0 F=mQuindi: ��! = 3534040:4375 � 2� � 12 � 106 ' 0:0107 << 1Ne segue 
he:� = �2r�0� = 353404�02 s4� � 10�70:4375�0 ' 8:9 � 10�4 m�1Pertanto: E = E0e��z = E0e�8:9 � 10�4zPer z = 1 Km risulta: e�8:9 � 10�4 � 103 ' 0:41ossia: EE0 ' 0:41ESCAM10 - 8



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{10-4) Eser
izio n. 4 del 22/1/2010Un'onda elettromagneti
a piana, 
on le 
omponenti (perpendi
olare e parallela alpiano di in
idenza) eguali, viaggiante in un mezzo dielettri
o di 
ostante dielettri
a � = 6�0e di permeabilit�a magneti
a � = �0, �e in
idente sulla super�
ie piana del dielettri
o, 
helo separa dall'aria, 
on un angolo di in
idenza �. Veri�
are 
he l'onda elettromagneti
ari
essa possa essere polarizzata 
ir
olarmente. In tal 
aso 
al
olare l'angolo � aÆn
h�e 
i�oavvenga. |||||||L'angolo limite �e:�L = ar
sin�n2n1� = ar
sin� 1p6� ' ar
sin(0:408) = 240:08L'angolo � deve ne
essariamente essere maggiore dell'angolo limite, ossia si �e in regimedi ri
essione totale.Anzitutto osserviamo 
he n2n1 = 1p6 ' 0:408 risulta inferiore a 0.414 e quindi esiste lapossibilit�a di polarizzazione 
ir
olare dell'onda ri
essa. AÆn
h�e l'onda ri
essa sia 
ir
o-larmente polarizzata dobbiamo allora imporre 
he la di�erenza di fase fra la 
omponenteperpendi
olare e quella parallela al piano di in
idenza del 
ampo elettri
o ri
esso sia di900. Come si 
onos
e dalla teoria tale angolo, ossia quello in 
orrispondenza del qualerisulta tan Æ2 = 1, �e dato dalla seguente formula:
sin2 �0 = "1 + �n2n1�2#�vuut"1 + �n2n1�2#2 � 8�n2n1�24
sin2 �0 = "1 + � 1p6�2#�vuut"1 + � 1p6�2#2 � 8� 1p6�24ossia: sin2 �0 = �1 + (0:408)2��q[1 + (0:408)2℄2 � 8(0:408)24e, an
ora: sin2 �0 = 1:166464�p1:360638� 8 � 0:1664644ESCAM10 - 9



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{sin2 �0 = ( 0:33410:2481sin �0 = 8<: 0:5780 =) �0 = 350:310:4981 =) �0 = 290:87
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||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{10-5) Eser
izio n. 1 del 19/2/2010Sia dato un sistema di antenne a mezz'onda uniformemente alimentate e 
on le 
orrentiin fase fra di loro. Esse sono posizionate 
on i 
entri posti nei punti intersezione fra una
ir
onferenza di raggio d, gia
ente nel piano yz e gli assi y e z di un sistema di riferimentoOxyz. Esse sono orientate 
ome in �gura. Determinare l'espressione del vettore di Poyntingirradiato.
y

z
� ......................................................................................................................................................................................... ......................asse x ....................................................................................

................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
..........

1
2

3
4

|||||||Le densit�a di 
orrente sull'antenna 1, sull'antenna 2, sull'antenna 3 e sull'antenna 4sono rispettivamente:8>>>>>>>><>>>>>>>>:
~J (1) = bzA1Æ(x)Æ(y) 
osk(z � z1) z1 � l � z � z1 + l~J (2) = byA2Æ(x)Æ(z) 
os k(y � y2) y2 � l � y � y2 + l~J (3) = bzA3Æ(x)Æ(y) 
osk(z � z3) z3 � l � z � z3 + l~J (4) = byA4Æ(x)Æ(z) 
os k(y � y4) y4 � l � y � y4 + lPosto A1 = A2 = A3 = A4 = 1 per la uniformit�a del sistema di antenne, la densit�a di
orrente risultante �e la somma delle quattro:~J =bzÆ(x)Æ(y) 
osk(z � z1) + byÆ(x)Æ(z) 
os k(y � y2)++bzÆ(x)Æ(y) 
osk(z � z3) + byÆ(x)Æ(z) 
os k(y � y4)Il vettore di radiazione (far �eld) ~N(�; �) �e:~N(�; �) = ZV e�ikber � ~r 0 ~J(~r 0)d3r 0ESCAM10 - 11



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{Ora: ber = bx sin � 
os�+ by sin � sin�+ bz 
os �Quindi: ber � ~r 0 = x 0 sin � 
os�+ y 0 sin � sin�+ z 0 
os �Ne segue:~N(�; �) == ZVe�ik (x 0 sin � 
os�+y 0 sin � sin�+z 0 
os �)bzÆ(x 0)Æ(y 0) 
os k(z 0 � z1)dx 0dy 0dz 0++ ZVe�ik (x 0 sin � 
os�+y 0 sin � sin�+z 0 
os �)byÆ(x 0)Æ(z 0) 
os k(y 0 � y2)dx 0dy 0dz 0++ ZVe�ik (x 0 sin � 
os�+y 0 sin � sin�+z 0 
os �)bzÆ(x 0)Æ(y 0) 
os k(z 0 � z3)dx 0dy 0dz 0++ ZVe�ik (x 0 sin � 
os�+y 0 sin � sin�+z 0 
os �)byÆ(x 0)Æ(z 0) 
os k(y 0 � y4)dx 0dy 0dz 0ossia: ~N(�; �) =bz Z z1+lz1�l e�ikz 0 
os � 
os k(z 0 � z1)dz 0++by Z y2+ly2�l e�iky 0 sin � sin� 
os k(y 0 � y2)dy 0++bz Z z3+lz3�l e�ikz 0 
os � 
os k(z 0 � z3)dz 0++by Z y4+ly4�l e�iky 0 sin � sin� 
os k(y 0 � y4)dy 0Valutiamo Z zi+lzi�le�ikz 0 
os � 
os k(z 0 � zi)dz 0.Poniamo z 0 � zi = u =) dz 0 = du. Per z 0 = zi � l =) u = �l. Per z 0 = zi + l =)u = +l. Si ha, quindi:Z zi+lzi�le�ikz 0 
os � 
os k(z 0 � zi)dz 0 = e�ikzi 
os � Z +l�l e�iku 
os � 
os kudu ==e�ikzi 
os � 2k 
os��2 
os ��sin2 �Analogamente valutiamo Z yi+lyi�l e�iky 0 sin � sin� 
os k(y 0 � yi)dy 0.ESCAM10 - 12



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{Poniamo y 0 � yi = u =) dy 0 = du. Per y 0 = yi � l =) u = �l. Per y 0 = yi + l =)u = +l. Si ha, quindi:Z yi+lyi�l e�iky 0 sin � sin� 
os k(y 0 � yi)dy 0 ==e�ikyi sin � sin� Z +l�l e�iku sin � sin� 
os kudu = e�ikyi sin � sin� 2k 
os��2 sin � sin��1� sin2 � sin2 �avendo 
al
olato:Z +l�l e�iku sin � sin� 
os kudu = Z +l�l e�iku 
os� 
os kudu = 2k 
os��2 sin � sin��1� sin2 � sin2 �in quanto: by � br = 
os� = sin � sin�essendo � l'angolo formato fra l'asse y e la direzione del vettore posizione ber.Si ha, pertanto: ~N(�; �) =bze�ikz1 
os � 2k 
os��2 
os ��sin2 � ++bye�iky2 sin � sin� 2k 
os��2 sin � sin��1� sin2 � sin2 � ++bze�ikz3 
os � 2k 
os��2 
os ��sin2 � ++bye�iky4 sin � sin� 2k 
os��2 sin � sin��1� sin2 � sin2 �Ne segue:~N(�; �) =bz 2k 
os��2 
os ��sin2 � he�ikz1 
os � + e�ikz3 
os �i++by 2k 
os��2 sin � sin��1� sin2 � sin2 � he�iky2 sin � sin� + e�iky4 sin � sin�iSi ponga: z1 = +d; z3 = �d; y2 = �d; y4 = +dESCAM10 - 13



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{Quindi:~N(�; �) =bz 2k 
os��2 
os ��sin2 � he�ikd 
os � + e+ikd 
os �i++by 2k 
os��2 sin � sin��1� sin2 � sin2 � he+ikd sin � sin� + e�ikd sin � sin�iossia: ~N(�; �) =bz 4k 
os��2 
os ��sin2 � 
os(kd 
os �)++by 4k 
os��2 sin � sin��1� sin2 � sin2 � 
os(kd sin � sin�)Poi
h�e: 8>>><>>>:bx = ber sin � 
os�+ be� 
os � 
os�� be� sin�by = ber sin � sin�+ be� 
os � sin�+ be� 
os�bz = ber 
os � � be� sin �si ha: ~N(�; �)=ber 4k(sin � sin�
os��2 sin � sin��1� sin2 � sin2 � 
os(kd sin � sin�)++ 
os � 
os��2 
os ��sin2 � 
os(kd 
os �))++be� 4k(
os � sin�
os��2 sin � sin��1� sin2 � sin2 � 
os(kd sin � sin�)�� sin � 
os��2 
os ��sin2 � 
os(kd 
os �))++be� 4k(
os�
os ��2 sin � sin��1� sin2 � sin2 � 
os(kd sin � sin�))Il vettore di Poynting (far �eld), mediato in un periodo, �e:h~Si = 12Z � k4�r�2 �jN�j2 + jN�j2� ber
ESCAM10 - 14



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{10-6) Eser
izio n. 2 del 19/2/2010Con riferimento al problema pre
edente gra�
are il diagramma di radiazione nel piano� = 900. Si assuma d = �. |||||||Si ha:N� = 4k(
os � sin�
os��2 sin � sin��1� sin2 � sin2 � 
os(kd sin � sin�)� sin � 
os��2 
os ��sin2 � 
os(kd 
os �))N� = 4k(
os�
os ��2 sin � sin��1� sin2 � sin2 � 
os(kd sin � sin�))Per � = 900: (N�)(�=900) =� 4k(N�)(�=900) = 4k 
os��2 sin��
os� 
os(kd sin�)h~Si = 12Z � k4�r�2 �jN�j2 + jN�j2� ber = 12Z � 1�r�20�1 + 
os2 ��2 sin��
os2 � 
os2(kd sin�)1AberPer d = � =) kd = 2�, quindi:h~Si(�=900) = 12Z � 1�r�20�1 + 
os2 ��2 sin��
os2 � 
os2(2� sin�)1AberGra�
hiamo il fattore di forma:F (�) = 1 + 
os2 ��2 sin��
os2 � 
os2(2� sin�)Osserviamo 
he il fattore di forma �e a simmetria 
entrale. Il valore massimo si ha per� = 00 e vale 2. Il valore minimo, 
he vale 1, si ha quando si annulla il se
ondo termine.Questo si ha per �min = 900, in quanto 0� lim�!900 
os2 ��2 sin��
os2 � = 01A, e per:2� sin�min = �2 =) sin�min = 14 da 
ui �min = 140:478ESCAM10 - 15



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{e 2� sin�min = 32� =) sin�min = 34 da 
ui �min = 480:59

...................................................................................................................................
...................................................................................................................................................................................

..............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
........................................................................................................................................

....................................................................................................................
................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
....................................................................
....................................................................
....................................................................
....................................................................
................................

00
900

1800

2700
........................................................................................................................................

........................................................................................................................................
................................ 300

2100 ...............................................................................
.............................................................................

...............................................................................
.....................................................................

600

2400

................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

1200

3000

................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
1500

3300

21 ..................................................................................................................................................................................
......... ............................................................... �

...........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
.................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

................................

� F (�) � F (�) � F (�) � F (�)00 2 10 1:9876 20 1:951 30 1:892140 1:814 50 1:7208 60 1:6172 70 1:508480 1:3998 90 1:2966 100 1:2037 110 1:1251120 1:0641 130 1:0228 140 1:0024 150 1:0028160 1:0229 170 1:0608 180 1:1136 190 1:1778200 1:2496 210 1:3252 220 1:4004 230 1:4718240 1:536 250 1:5904 260 1:6328 270 1:662280 1:6772 290 1:6786 300 1:6667 310 1:6426320 1:608 330 1:5646 340 1:5147 350 1:4602360 1:4602 370 1:3459 380 1:2899 390 1:2368400 1:1878 410 1:1439 420 1:1057 430 1:0737440 1:0478 450 1:028 460 1:0138 470 1:0049480 1:0006 490 1:0003 500 1:0032 510 1:0086520 1:0158 530 1:0242 540 1:0332 550 1:0423560 1:0511 570 1:0592 580 1:0665 590 1:0726600 1:0775 610 1:0811 620 1:0811 630 1:0845640 1:0844 650 1:0833 660 1:0812 670 1:0783680 1:0747 690 1:0706 700 1:066 710 1:0612ESCAM10 - 16



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
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||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{10-7) Eser
izio n. 3 del 19/2/2010Un'onda elettromagneti
a piana di frequenza angolare !, viaggiante in un mezzo di
ondu
ibilit�a nulla, di permeabilit�a elettri
a �r1 = 1 e di permeabilit�a magneti
a �r1 = 1,in
ide su un mezzo avente 
ondu
ibilit�a nulla, la stessa permeabilit�a elettri
a �r2 = 1 madi�erente permeabilit�a magneti
a �r2 = 50. Determinare le espressioni dei 
oeÆ
ienti diri
essione R? e Rk in funzione dell'angolo di in
idenza �0. Gra�
are tali 
oeÆ
ienti infunzione di �0 e 
al
olare espli
itamente l'angolo di Brewster.|||||||In funzione soltanto di �0, dalla teoria si ha:~E1? = �2k1 
os �0 � �1qk22 � k21 sin2 �0�2k1 
os �0 + �1qk22 � k21 sin2 �0 ~E0?~H1? = �1k22 
os �0 � �2k1qk22 � k21 sin2 �0�1k22 
os �0 + �2k1qk22 � k21 sin2 �0 ~H0?Sostituendo in esse le forme espli
ite di k1 = !p�1�1 e di k2 = !p�2�2, si ha:~E1? = �2!p�1�1 
os �0 � �1p!2�2�2 � !2�1�1 sin2 �0�2!p�1�1 
os �0 + �1p!2�2�2 � !2�1�1 sin2 �0 ~E0?~H1? = �1!2�2�2 
os �0 � �2!p�1�1p!2�2�2 � !2�1�1 sin2 �0�1!2�2�2 
os �0 + �2!p�1�1p!2�2�2 � !2�1�1 sin2 �0 ~H0?Posto �1 = �2 e sempli�
ando, le formule diventano:~E1? = �2p�1 
os �0 � �1p�2 � �1 sin2 �0�2p�1 
os �0 + �1p�2 � �1 sin2 �0 ~E0?~H1? = �1 
os �0 �p�1p�2 � �1 sin2 �0�1 
os �0 +p�1p�2 � �1 sin2 �0 ~H0?Moltipli
ando numeratore e denominatore delle due ultime formule per p�1 e sempli-�
ando, �nalmente si ottiene:~E1? = �2 
os �0 �p�1p�2 � �1 sin2 �0�2 
os �0 +p�1p�2 � �1 sin2 �0 ~E0?ESCAM10 - 18



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{~H1? = p�1 
os �0 �p�2 � �1 sin2 �0p�1 
os �0 +p�2 � �1 sin2 �0 ~H0?Ne segue 
he: R? = ������2 
os �0 �p�1p�2 � �1 sin2 �0�2 
os �0 +p�1p�2 � �1 sin2 �0 �����2Rk = �����p�1 
os �0 �p�2 � �1 sin2 �0p�1 
os �0 +p�2 � �1 sin2 �0 �����2
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......................................................................................................................................................................................................Rk

Come si evin
e dal gra�
o, R? ha l'andamento diRk 
ompetente a due mezzi dielettri
inon magneti
i 
os�i 
ome Rk ha l'andamento di R? 
ompetente a due mezzi dielettri
inon magneti
i. Pertanto l'angolo di Brewster in questo 
aso 
ompete alla 
omponenteperpendi
olare. Per 
al
olarlo annulliamo il numeratore del 
oeÆ
iente di ri
essione R?:�22 
os2 �0B = �1(�2 � �1 sin2 �0B )�22 � �22 sin2 �0B + �21 sin2 �0B � �1�2 = 0(�21 � �22) sin2 �0B = �2(�1 � �2)da 
ui:sin2 �0B = �2�1 + �2 = 5051 =) sin �0B = p50p51 =) �0B = ar
sin p50p51! = 810:951ESCAM10 - 19



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{�0 R? Rk �0 R? Rk �0 R? Rk00 0.5658 0.5658 100 0.5609 0.5707 200 0.5456 0.5855300 0.5182 0.6104 400 0.4753 0.6461 500 0.4110 0.6930600 0.3154 0.7517 700 0.1752 0.8225 800 0.0115 0.9055810:951 0.0000 0.9231 850 0.0541 0.9541 900 1 1
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||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{10-8) Eser
izio n. 4 del 19/2/2010Un'onda elettromagneti
a piana, di frequenza � = 30 MHz, viene lan
iata in unplasma, supposto inde�nito ed uniforme, 
he presenta le seguenti 
aratteristi
he:N = 5 � 1012 (elettroni=m3); �eff = 107 s�1Cal
olare la 
ondu
ibilit�a �, la 
ostante dielettri
a relativa �r, non
h�e il 
oeÆ
iente diattenuazione dell'onda e la distanza alla quale l'ampiezza del 
ampo elettri
o si �e ridottaad un de
imo del suo valore all'ingresso del plasma.|||||||(vedi es. n.3 del 23/1/2009)La frequenza angolare di plasma �e:!2p =Ne2m�0 = 5 � 1012 � (1:6 � 10�19)29:11 � 10�31 � 8:854 � 10�12 = 1:5869 � 1016 (rad=s)2=)!p = 1:2597 � 108 rad=s =) �p = 20:049 � 106 Hz = 20:049 MHzPrima di 
al
olare i parametri 
ostitutivi della ionosfera 
al
oliamo la quantit�a sempreri
orrente: !2p!2 + !2eff = 1:5869 � 10164�2 � 9 � 1014 + 4�2 � 1014 = 0:40197La 
ondu
ibilit�a �e:� = �0!eff!2p!2 + !2eff = 8:854 � 10�12 � 2� � 107 � 0:40197 = 2:2362 � 10�4 S=mLa 
ostante dielettri
a relativa �e:�r = 1� !2p!2 + !2eff = 1� 0:40197 = 0:59803Cal
oliamo il rapporto:��! = 2:2362 � 10�48:854 � 10�12 � 0:59803 � 2� � 3 � 107 = 0:22405 =) � ��!�2 ' 0:0502� 1Quindi: � ' �2r �0�0�r = 2:2362 � 10�42 377p0:59803 = 0:0545 m�1L'ampiezza del 
ampo elettri
o diminuis
e 
on legge esponenziale:~E =~E0e��z =) e��z� = 0:1 =) ��z� = � ln 10 =)z� =ln 10� = 2:30260:0545 ' 42:25 mESCAM10 - 21



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{10-9) Eser
izio n. 1 del 23/4/2010Sia dato un sistema di antenne a mezz'onda uniformemente alimentate e 
on le 
orrentiin fase fra di loro. Esse sono posizionate 
ome in �gura. Determinare l'espressione delvettore di Poynting irradiato far �eld.
y

z
� ......................................................................................................................................................................................... ......................asse x

1
2

3
4

d
d

.......................................................... ..........................................................................
d
d

|||||||Indi
hiamo 
on Ci � (yi; zi) le 
oordinate dei 
entri delle quattro antenne nel pianoyz. Le densit�a di 
orrente sull'antenna 1, sull'antenna 2, sull'antenna 3 e sull'antenna 4sono rispettivamente:8>>>>>>>><>>>>>>>>:
~J (1) = bzA1Æ(x)Æ(y � y1) 
os k(z � z1) z1 � l � z � z1 + l~J (2) = byA2Æ(x)Æ(z) 
os k(y � y2) y2 � l � y � y2 + l~J (3) = bzA3Æ(x)Æ(y � y3) 
os k(z � z3) z3 � l � z � z3 + l~J (4) = byA4Æ(x)Æ(z) 
os k(y � y4) y4 � l � y � y4 + lPosto A1 = A2 = A3 = A4 = 1 per la uniformit�a del sistema di antenne, la densit�a di
orrente risultante �e la somma delle quattro:~J =bzÆ(x)Æ(y � y1) 
os k(z � z1) + byÆ(x)Æ(z) 
os k(y � y2)++bzÆ(x)Æ(y � y3) 
os k(z � z3) + byÆ(x)Æ(z) 
os k(y � y4)Il vettore di radiazione (far �eld) ~N(�; �) �e:~N(�; �) = ZV e�ikber � ~r 0 ~J(~r 0)d3r 0ESCAM10 - 22



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{Ora: ber = bx sin � 
os�+ by sin � sin�+ bz 
os �Quindi: ber � ~r 0 = x 0 sin � 
os�+ y 0 sin � sin�+ z 0 
os �Ne segue:~N(�; �) ==ZVe�ik (x 0 sin � 
os�+y 0 sin � sin�+z 0 
os �)bzÆ(x 0)Æ(y 0 � y1) 
os k(z 0 � z1)dx 0dy 0dz 0++ ZVe�ik (x 0 sin � 
os�+y 0 sin � sin�+z 0 
os �)byÆ(x 0)Æ(z 0) 
os k(y 0 � y2)dx 0dy 0dz 0++ZVe�ik (x 0 sin � 
os�+y 0 sin � sin�+z 0 
os �)bzÆ(x 0)Æ(y 0 � y2) 
os k(z 0 � z3)dx 0dy 0dz 0++ ZVe�ik (x 0 sin � 
os�+y 0 sin � sin�+z 0 
os �)byÆ(x 0)Æ(z 0) 
os k(y 0 � y4)dx 0dy 0dz 0ossia: ~N(�; �) =bze�iky1 sin � sin� Z z1+lz1�l e�ikz 0 
os � 
os k(z 0 � z1)dz 0++by Z y2+ly2�l e�iky 0 sin � sin� 
os k(y 0 � y2)dy 0++bze�iky3 sin � sin� Z z3+lz3�l e�ikz 0 
os � 
os k(z 0 � z3)dz 0++by Z y4+ly4�l e�iky 0 sin � sin� 
os k(y 0 � y4)dy 0Valutiamo Z zi+lzi�le�ikz 0 
os � 
os k(z 0 � zi)dz 0.Poniamo z 0 � zi = u =) dz 0 = du. Per z 0 = zi � l =) u = �l. Per z 0 = zi + l =)u = +l. Si ha, quindi:Z zi+lzi�le�ikz 0 
os � 
os k(z 0 � zi)dz 0 = e�ikzi 
os � Z +l�l e�iku 
os � 
os kudu ==e�ikzi 
os � 2k 
os��2 
os ��sin2 �Analogamente valutiamo Z yi+lyi�l e�iky 0 sin � sin� 
os k(y 0 � yi)dy 0.ESCAM10 - 23



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{Poniamo y 0 � yi = u =) dy 0 = du. Per y 0 = yi � l =) u = �l. Per y 0 = yi + l =)u = +l. Si ha, quindi:Z yi+lyi�l e�iky 0 sin � sin� 
os k(y 0 � yi)dy 0 ==e�ikyi sin � sin� Z +l�l e�iku sin � sin� 
os kudu = e�ikyi sin � sin� 2k 
os��2 sin � sin��1� sin2 � sin2 �avendo 
al
olato:Z +l�l e�iku sin � sin� 
os kudu = Z +l�l e�iku 
os� 
os kudu = 2k 
os��2 sin � sin��1� sin2 � sin2 �in quanto: by � br = 
os� = sin � sin�essendo � l'angolo formato fra l'asse y e la direzione del vettore posizione ber.Si ha, pertanto:~N(�; �) =bze�iky1 sin � sin�e�ikz1 
os � 2k 
os��2 
os ��sin2 � ++bye�iky2 sin � sin� 2k 
os��2 sin � sin��1� sin2 � sin2 � ++bze�iky3 sin � sin�e�ikz3 
os � 2k 
os��2 
os ��sin2 � ++bye�iky4 sin � sin� 2k 
os��2 sin � sin��1� sin2 � sin2 �Ne segue:~N(�; �)=bz 2k 
os��2 
os ��sin2 � he�iky1 sin � sin�e�ikz1 
os �+e�iky3 sin � sin�e�ikz3 
os �i++by 2k 
os��2 sin � sin��1� sin2 � sin2 � he�iky2 sin � sin� + e�iky4 sin � sin�iSi ponga: z1 = +d; z3 = �d; y2 = �d; y4 = +dESCAM10 - 24



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{Quindi:~N(�; �)=bz 2k 
os��2 
os ��sin2 � he+ikd sin � sin�e�ikd 
os �+e�ikd sin � sin�e+ikd 
os �i++by 2k 
os��2 sin � sin��1� sin2 � sin2 � he+ikd sin � sin� + e�ikd sin � sin�iSi ha:he+ikd sin � sin�e�ikd 
os �+e�ikd sin � sin�e+ikd 
os �i == [
os(kd sin � sin�) + i sin(kd sin � sin�)℄ [
os(kd 
os �)� i sin(kd 
os �)℄++ [
os(kd sin � sin�)� i sin(kd sin � sin�)℄ [
os(kd 
os �) + i sin(kd 
os �)℄ == [
os(kd sin � sin�)℄ 
os(kd 
os �)� i[
os(kd sin � sin�)℄ sin(kd 
os �)++i[sin(kd sin � sin�)℄ 
os(kd 
os �) + [sin(kd sin � sin�)℄ sin(kd 
os �)++ [
os(kd sin � sin�)℄ 
os(kd 
os �) + i[
os(kd sin � sin�)℄ sin(kd 
os �)��i[sin(kd sin � sin�)℄ 
os(kd 
os �) + [sin(kd sin � sin�)℄ sin(kd 
os �) ==2 [
os(kd sin � sin�)℄ 
os(kd 
os �) + 2 [sin(kd sin � sin�)℄ sin(kd 
os �)ossia: ~N(�; �) =bz 4k 
os��2 
os ��sin2 � n [
os(kd sin � sin�)℄ 
os(kd 
os �)++ [sin(kd sin � sin�)℄ sin(kd 
os �)o++by 4k 
os��2 sin � sin��1� sin2 � sin2 � 
os(kd sin � sin�)Poi
h�e: 8>>><>>>:bx = ber sin � 
os�+ be� 
os � 
os�� be� sin�by = ber sin � sin�+ be� 
os � sin�+ be� 
os�bz = ber 
os � � be� sin �ESCAM10 - 25



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{si ha: ~N(�; �)=ber 4k( 
os � 
os��2 
os ��sin2 � n [
os(kd sin � sin�)℄ 
os(kd 
os �)++ [sin(kd sin � sin�)℄ sin(kd 
os �)o++sin � sin�4k 
os��2 sin � sin��1� sin2 � sin2 � 
os(kd sin � sin�))++be� 4k( 
os � sin�
os ��2 sin � sin��1� sin2 � sin2 � 
os(kd sin � sin�)�� sin � 
os��2 
os ��sin2 � n [
os(kd sin � sin�)℄ 
os(kd 
os �)++ [sin(kd sin � sin�)℄ sin(kd 
os �)o)++be� 4k( 
os�
os��2 sin � sin��1� sin2 � sin2 � 
os(kd sin � sin�))Il vettore di Poynting (far �eld), mediato in un periodo, �e:h~Si = 12Z � k4�r�2 �jN�j2 + jN�j2� berossia:h~Si = 12Z � 1�r�2 "( 
os � sin�
os ��2 sin � sin��1� sin2 � sin2 � 
os(kd sin � sin�)��
os��2 
os ��sin � n [
os(kd sin � sin�)℄ 
os(kd 
os �)++ [sin(kd sin � sin�)℄ sin(kd 
os �)o)2 +( 
os�
os��2 sin � sin��1� sin2 � sin2 � 
os(kd sin � sin�))2#ber
ESCAM10 - 26



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{10-10) Eser
izio n. 2 del 23/4/2010Con riferimento al problema pre
edente gra�
are il diagramma di radiazione nel piano� = 900. Si assuma d = �. |||||||Per � = 900, il vettore di Poynting risulta:h~Si(�=900) = 12Z � 1�r�2 "(� [
os(kd sin�)℄)2 +(
os��2 sin��
os� 
os(kd sin�))2#berossia: h~Si(�=900) = 12Z � 1�r�2 
os2(kd sin�)"1 + 
os2 ��2 sin��
os2 � #berPer d = � =) kd = 2�, quindi:h~Si(�=900) = 12Z � 1�r�2 
os2(2� sin�)"1 + 
os2 ��2 sin��
os2 � #berGra�
hiamo il fattore di forma:F (�) = 
os2(2� sin�)"1 + 
os2 ��2 sin��
os2 � #
Esso si annulla, nel primo quadrante, per:2� sin�1 = �2 e 2� sin�2 = 32� =) sin�1 = 14 e =) sin�2 = 34 ossia:�1 = 140:478 e �2 = 480:59ESCAM10 - 27



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{
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||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
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||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{10-11) Eser
izio n. 3 del 23/4/2010L'a
qua �e un mezzo fortemente dispersivo. Il suo indi
e di rifrazione 
omplesso ndipende dalla frequenza dell'onda elettromagneti
a 
he in essa si propaga. In parti
olareriportiamo i valori sperimentali di n 
ompetenti ad un valore relativo alla bassa radiofre-quenza, alla alta radiofrequenza, dove 
'�e un forte assorbimento della radiazione, ed allalu
e. Per � = 30MHz, n = 8:849+i6:931 �10�3. Per � = 30 GHz, n = 5:879+i2:830. Per� = 6 � 1014 Hz (
atastrofe otti
a), n = 1:339 + i9:243 � 10�10. Un'onda elettromagneti
apiana si propaga in a
qua lungo la direzione dell'asse z di un sistema di riferimento.Cal
olare la 
ostante di propagazione � ed il 
oeÆ
iente di attenuazione � per 
ias
unadelle frequenze sopra riportate. Se la densit�a di potenza dell'onda, mediata in un periodo,nel piano z = 0 �eP = 1000W=m2, 
al
olare la densit�a di potenza, mediata in un periodo,dopo un per
orso di 100 m. |||||||Nel 
aso di � = 30 MHz, si ha:� = !
 <(n) = 2� � 30 � 1063 � 108 8:849 ' 0:62832 � 8:849 ' 5:56 rad=m� = !
 =(n) = 2� � 30 � 1063 � 108 6:931 � 10�3 ' 0:62832 � 6:931 � 10�3 ' 0:004355 m�1P =P0e�2�z ' 1000e�2 � 0:004355 � 100 ' 1000e�0:871 ' 1000�0:41853'418:43W=m2Nel 
aso di � = 30 GHz, si ha:� = !
 <(n) = 2� � 30 � 1093 � 108 5:879 ' 628:32 � 5:879 ' 3693:9 rad=m� = !
 =(n) = 2� � 30 � 1093 � 108 2:830 ' 628:32 � 2:830 ' 1778:1 m�1P =P0e�2�z ' 1000e�2 � 1778:1 � 100 ' 1000e�355620 ' 1000 � 0 ' 0 W=m2Nel 
aso della lu
e, � = 6 � 1014 Hz, si ha:� = !
 <(n) = 2� � 6 � 10143 � 108 1:339 ' 1:2566 � 107 � 1:339 ' 1:6826 � 107 rad=m� = !
 =(n) = 2� � 6 � 10143 � 108 9:243 � 10�10 ' 1:2566 � 107 � 9:243 � 10�10 ' 0:011615 m�1P =P0e�2�z ' 1000e�2 � 0:011615 � 100 ' 1000e�2:323 ' 1000 �0:09798 ' 97:98 W=m2ESCAM10 - 30



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{10-12) Eser
izio n. 4 del 23/4/2010Con riferimento al problema pre
edente, 
al
olare i 
oeÆ
ienti di ri
essione, per in-
idenza normale, 
ompetenti alle frequenze indi
ate, se l'onda elettromagneti
a in
identein a
qua proviene dall'aria. Se la densit�a di potenza dell'onda in aria, mediata in un peri-odo, �e P = 1000 W=m2, 
al
olare la densit�a di potenza, mediata in un periodo, dopo unper
orso di 100 m in a
qua. |||||||Appli
ando le formule generali della ri
essione, per �0 = 00 e per �1 ' �2, si ha:R = ����k1 � k2k1 + k2 ����2 = �����1 � �2 � i�2�1 + �2 + i�2 ����2 = (�1 � �2)2 + �22(�1 + �2)2 + �22Poi
h�e: � = !
 <(n) e � = !
 =(n)e, poi
h�e <(n1) = 1 e =(n1) = 0la formula del 
oeÆ
iente di ri
essione diventa:R = [1�<(n2)℄2 + [=(n2)℄2[1 + <(n2)℄2 + [=(n2)℄2Per quanto riguarda la densit�a di potenza trasmessa e viaggiante in a
qua, si ha:P =P0(1� R)e�2�zNel 
aso di � = 30 MHz (n = 8:849 + i6:931 � 10�3), si ha:R = [1� 8:849℄2 + �6:931 � 10�3�2[1 + 8:849℄2 + [6:931 � 10�3℄2 ' 0:6351 = 63:51%P =P0(1� R) � 0:41853 ' 1000(1� 0:6351) � 0:41853 ' 152:72 W=m2Nel 
aso di � = 30 GHz (n = 5:879 + i2:830), si ha:R = [1� 5:879℄2 + [2:830℄2[1 + 5:879℄2 + [2:830℄2 ' 0:57498 = 57:498%P =P0(1� R) � 0 ' 0 W=m2Nel 
aso di �=6 � 1014Hz (
atastrofe otti
a) (n=1:339+ i9:243 � 10�10), si ha:R = [1� 1:339℄2 + �9:243 � 10�10�2[1� 1:339℄2 + [9:243 � 10�10℄2 ' 0:0210 = 2:1%P =P0(1� R) � 0:09798 ' 1000(1� 0:0210) � 0:09798 ' 95:922 W=m2ESCAM10 - 31



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{10-13) Eser
izio n. 1 del 25/6/2010Sia dato un sistema di antenne a mezz'onda uniformemente alimentate e 
on le 
orrentiin fase fra di loro. Esse sono posizionate 
ome in �gura, ossia formano un re
tangular array4�4. Il sistema �e un reti
olo periodi
o di passo d sia nella direzione dell'asse x e sia nelladirezione dell'asse z. Determinare l'espressione della funzione U(�; �).

................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... ...................... x............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................ ...................... y..............................................................................................................................

..............................................................................................................................

............................................................................. z
O |||||||La funzione spaziale 
he des
rive il diagramma di radiazione di un re
tangular arrayuniformemente alimentato e 
on le 
orrenti in fase fra di loro �e:U(�; �) = I0 
os��2 
os ��sin � ���� sin [n (kdx sin � 
os�) =2℄sin [(kdx sin � 
os�) =2℄ sin [m (kdz 
os �) =2℄sin [(kdz 
os �) =2℄ ����Per dx = dz = d e per n = m = 4, dopo aver posto I0 = 1, si ha:U(�; �) = 
os��2 
os ��sin � ���� sin [4 (kd sin � 
os�) =2℄sin [(kd sin � 
os�) =2℄ sin [4 (kd 
os �) =2℄sin [(kd 
os �) =2℄ ����
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||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{10-14) Eser
izio n. 2 del 25/6/2010Con riferimento al problema pre
edente esprimere la funzione U(�; �) per � = 900e per d = �2 . Cal
olare analiti
amente il suo valore massimo non
h�e gli zeri nel primoquadrante. Si gra�
hi la funzione al variare di �.|||||||Per � = �=2 risulta: 
os��2 
os ��sin � = 1Quindi: U(�=2; �) = ���� sin [4 (kd 
os�) =2℄sin [(kd 
os�) =2℄ sin [4 (kd 
os �) =2℄sin [(kd 
os �) =2℄ ����Inoltre si ha: lim�!�=2� sin [4 (kd 
os �) =2℄sin [(kd 
os �) =2℄ � = 4Ne segue 
he: U(�=2; �) = 4 ���� sin [4 (kd 
os�) =2℄sin [(kd 
os�) =2℄ ����Per d = �2 =) kd = �, quindi:U(�=2; �) = 4 ����sin [4 (� 
os�) =2℄sin [(� 
os�) =2℄ ����Il suo valore massimo �e 16 e si ha per � = �=2. Essa si annulla quando si annulla ilnumeratore ma non il denominatore ossia, nel primo quadrante, per:
2� 
os�� = 8>>><>>>:�; ossia per 
os��1 = 12 =) ��1 = �3 = 6002�; ossia per 
os��2 = 1 =) ��2 = 00ESCAM10 - 33



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{
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||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{720 7:99059 730 8:7057 740 9:41017 750 10:0997760 10:7698 770 11:4163 780 12:0349 790 12:6214800 13:1719 810 13:6826 820 14:1499 830 14:5704840 14:94133 850 15:2598 860 15:5236 870 15:7309880 15:8800 890 15:9699 900 16:0000Il gra�
o presenta, quindi, un lobo nella direzione dell'asse y.
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||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{10-15) Eser
izio n. 3 del 25/6/2010Un'onda elettromagneti
a piana di frequenza � = 9 MHz, viaggiante in aria, in
ide
on angolo di in
idenza �0 = 500 su un terreno non molto umido di parametri 
ostitutivi�r = 10, � = 0:005 S=m, � = �0: Cal
olare: a) il 
oeÆ
iente di ri
essione per la 
omponentenormale al piano di in
idenza del 
ampo elettri
o in
idente; b) il 
oeÆ
iente di ri
essioneper la 
omponente parallela al piano di in
idenza del 
ampo elettri
o in
idente; 
) l'angolodi rifrazione. |||||||Cal
oliamo, relativamente al mezzo 
onduttore, il rapporto ��! , la 
ostante di propa-gazione �2 e il 
oeÆ
iente di attenuazione �2.��! = 0:0058:854 � 10�12 � 10 � 2� � 9 � 106 ' 0:9986 =) � ��!�2 ' 0:9972r1 + �2�2!2 = p1 + 0:9972 ' 1:4132�2 = !
vuut�r�r2 "1 +r1 + �2�2!2# = !
r102 (1 + 1:4132) ' 3:4736!
 (rad=m)�2 = !
vuut�r�r2 "r1 + �2�2!2 � 1# = !
r102 (1:4132� 1) ' 1:4374!
 �m�1�da 
ui risulta:�22 � �22 = !2
2 �r�r2 "1 +r1 + �2�2!2#� !2
2 �r�r2 "r1 + �2�2!2 � 1# = !2
2 �r�rSi ha an
he: �1 = !
 ' 0:1885 (rad=m)p2 (�0) =12 ���22 + �22 + �21 sin2 �0 +q4�22�22 + ��22 � �22 � �21 sin2 �0�2� ''12 !2
2 (� 10 + sin2 �0 +r99:7183 + �10� sin2 �0�2)q2 (�0) =12 ��22 � �22 � �21 sin2 �0 +q4�22�22 + ��22 � �22 � �21 sin2 �0�2� ''12 !2
2 (10� sin2 �0 +r99:7183 + �10� sin2 �0�2)ESCAM10 - 36



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{
he per �0 = 500 valgono:p2 �500� '12 !2
2 (� 10 + 0:5868 + 13:7232) ' 124:31!2
2 =) p �500� ' 1:468!
q2 �500� '12 !2
2 (10� 0:5868 + 13:7232) ' 1223:1364!2
2 =) q �500� ' 3:4012!
I 
oeÆ
ienti di ri
essione, per �1 ' �2, sono:R? = �2? = (q � �1 
os �0)2 + p2(q + �1 
os �0)2 + p2 ' (3:4012� 0:6428)2 + 2:155(3:4012 + 0:6428)2 + 2:155 ' 0:5275 = 52:75%Rk = �2k =�2? (q � �1 sin �0 tan �0)2 + p2(q + �1 sin �0 tan �0)2 + p2 ' 0:5275(3:4012� 0:766 � 1:1917)2 + 2:155(3:4012 + 0:766 � 1:1917)2 + 2:155 ''0:5275 � 0:4019 ' 0:2120 = 21:20%L'angolo di rifrazione �e:tan = �1 sin �0q ' 0:7663:4012 ' 0:2252 =)  = ar
tan(0:2252) ' 120:69
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||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{10-16) Eser
izio n. 4 del 25/6/2010Un'onda elettromagneti
a piana si propaga, in aria, lungo l'asse z di un sistema diriferimento. L'ampiezza massima del vettore 
ampo elettri
o �e E0 = 1 V=m. Cal
olare:a) la densit�a di potenza, mediata in un periodo, 
onvogliata dall'onda; b) la pressionedi radiazione 
he si eser
ita su una lastra di 
onduttore perfetto 
he gia
e in un pianoortogonale all'asse z. Se il 
onduttore ha la forma di un dis
o di raggio a = 1 mm,
al
olare il modulo della forza 
he si eser
ita su di esso.|||||||Si ha: P = E202Z ' 12 � 377 ' 1:326 � 10�3 W=m2Poi
h�e la lastra �e un 
onduttore perfetto, la pressione di radiazione eser
itata su diessa �e: p = 2P
 ' 21:326 � 10�33 � 108 ' 8:84 � 10�12 N=m2Il modulo della forza 
he si eser
ita sul dis
o metalli
o �e:F = pSessendo S = �a2 l'area della super�
ie del dis
oQuindi: F = 8:84 � 10�12 � � � 10�6 = 27:77 � 10�18 N
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||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{10-17) Eser
izio n. 1 del 23/7/2010Sia dato un sistema di antenne a mezz'onda uniformemente alimentate e 
on le 
orrentiin fase fra di loro. Esse sono posizionate 
ome in �gura, ossia formano un re
tangular array5�5. Il sistema �e un reti
olo periodi
o di passo d sia nella direzione dell'asse x e sia nelladirezione dell'asse z. Determinare l'espressione della funzione U(�; �).

.......................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... ...................... x................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................. ...................... y..............................................................................................................................

..............................................................................................................................

.................................................................................................................................................... z

O |||||||La funzione spaziale 
he des
rive il diagramma di radiazione di un re
tangular arrayuniformemente alimentato e 
on le 
orrenti in fase fra di loro �e:U(�; �) = I0������
os��2 
os ��sin � ������ ���� sin [n (kdx sin � 
os�) =2℄sin [(kdx sin � 
os�) =2℄ sin [m (kdz 
os �) =2℄sin [(kdz 
os �) =2℄ ����Per dx = dz = d e per n = m = 5, dopo aver posto I0 = 1, si ha:U(�; �) = ������
os��2 
os ��sin � ������ ���� sin [5 (kd sin � 
os�) =2℄sin [(kd sin � 
os�) =2℄ sin [5 (kd 
os �) =2℄sin [(kd 
os �) =2℄ ����
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||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{10-18) Eser
izio n. 2 del 23/7/2010Con riferimento al problema pre
edente esprimere la funzione U(�; �) per � = 900e per d = �2 . Cal
olare analiti
amente il suo valore massimo non
h�e gli zeri nel primoquadrante. Si gra�
hi la funzione al variare di �.|||||||Per � = �=2 risulta: lim�!�=2� sin [5 (kd sin � 
os�) =2℄sin [(kd sin � 
os�) =2℄ � = 5Quindi: U(�; �=2) = ������
os��2 
os ��sin � ������ ����5sin [5 (kd 
os �) =2℄sin [(kd 
os �) =2℄ ����Per d = �2 =) kd = �, quindi:
U(�; �=2) = ������
os��2 
os ��sin � ������ ����5sin [5 (� 
os �) =2℄sin [(� 
os �) =2℄ ���� = F (�)

Il suo valore massimo �e 25 e si ha per � = �=2. Il primo fattore si annulla soltantoper � = 00. Gli altri zeri si ottengono annullando il numeratore ma non il denominatoredel se
ondo fattore, ossia nel primo quadrante, per:
52� 
os �� = 8>>><>>>:�; ossia per 
os ��1 = 25 =) ��1 ' 660:422�; ossia per 
os ��2 = 45 =) ��2 ' 360:87ESCAM10 - 40



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{
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||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{680 1:601 690 2:726 700 3:928 710 5:200720 6:531 730 7:910 740 9:325 750 10:762760 12:208 770 13:646 780 15:062 790 16:439800 17:762 810 19:015 820 20:182 830 21:250840 22:206 850 23:036 860 23:730 870 24:280880 24:678 890 24:919 900 25:000Il gra�
o presenta, quindi, un lobo prin
ipale nella direzione dell'asse y.
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||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{10-19) Eser
izio n. 3 del 23/7/2010Un'onda elettromagneti
a piana di frequenza � = 10 GHz, viaggiante in aria, pe-netra in un plasma in direzione della normale alla super�
ie di separazione. Il plasma �e
aratterizzato dai seguenti parametri:N = 1012 
m�3; !eff = 2� � 3 � 109 rad=sCal
olare il 
oeÆ
iente di ri
essione.|||||||La frequenza angolare di plasma �e:!2p =Ne2m�0 = 1018 � (1:6 � 10�19)29:11 � 10�31 � 8:854 � 10�12 ' 3:1738 � 1021 (rad=s)2=)!p ' 5:6336 � 1010 rad=s =) �p ' 8:9662 � 109 Hz = 8:9662 GHzPrima di 
al
olare i parametri 
ostitutivi del plasma, valutiamo la quantit�a sempreri
orrente: !2p!2 + !2eff ' 3:1738 � 10214�2 � 1020 + 4�2 � 9 � 1018 ' 0:737La 
ondu
ibilit�a �e:� = �0!eff!2p!2 + !2eff ' 8:854 � 10�12 � 2� � 3 � 109 � 0:737 ' 0:123 S=mLa 
ostante dielettri
a relativa �e:�r = 1� !2p!2 + !2eff = 1� 0:737 ' 0:263Cal
oliamo il rapporto:��! = 0:1238:854 � 10�12 � 0:263 � 2� � 1010 ' 0:84 =) � ��!�2 ' 0:705Allora: r1 + �2�2!2 = p1 + 0:705 ' 1:306Quindi, ponendo �r = 1, si ha:�2 = !
vuut�r�r2 "1 +r1 + �2�2!2# = !
r0:2632 (1 + 1:306) ' 0:55!
 rad=mESCAM10 - 43



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{�2 = !
vuut�r�r2 "r1 + �2�2!2 � 1# = !
r0:2632 (1:306� 1) ' 0:2!
 m�1Utilizzando le formule approssimate risulta�approx ' �2r �0�0�r = 0:1232 377p0:263 ' 45:21 m�1 ' 0:215!
 m�1�approx = !
p�r = !
p0:263 = 0:51!
 ' 107:23 rad=mIl 
oeÆ
iente di ri
essione, nell'ipotesi �r1 ' �r2 �e:R = ����k1 � k2k1 + k2 ����2essendo: k1 = �1 = !
 ; k2 = �2 + i�2Ne segue:R = �����1 � �2 � i�2�1 + �2 + i�2 ����2= (�1 � �2)2 + �22(�1 + �2) + �22 ' (1� 0:55)2 + (0:2)2(1 + 0:55)2 + (0:2)2 ' 0:24252:4425 ' 0:099 = 9:9%Utilizzando le formule approssimate per �2 ed �2 si ottiene R = 12:29%:
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||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{10-20) Eser
izio n. 4 del 23/7/2010Con riferimento al problema pre
edente, 
al
olare il tempo ne
essario all'onda elet-tromagneti
a per per
orrere la distanza di 100 Km.|||||||Il tempo impiegato da un'onda elettromagneti
a, 
he viaggia in un mezzo dispersivo,per per
orrere una distanza L �e: � = Lvgessendo: vg = 
s1� !2p!2 + !2eff1� !2p!2eff(!2 + !2eff )2!2p!2eff(!2 + !2eff )2 ' 3:1738 � 1021 � 4�2 � 9 � 1018(4�2 � 1020 + 4�2 � 9 � 1018)2 ' 0:0609Ne segue: vg = 
 p0:2631� 0:0609 ' 0:546
Quindi: � = 1050:546
 ' 0:61 ms
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||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{10-21) Eser
izio n. 1 del 10/9/2010Sia dato un sistema di antenne a mezz'onda uniformemente alimentate e 
on le 
orrentiin fase fra di loro. Esse sono posizionate 
ome in �gura, ossia formano un re
tangular array6�6. Il sistema �e un reti
olo periodi
o di passo d sia nella direzione dell'asse x e sia nelladirezione dell'asse z. Determinare l'espressione della funzione U(�; �).

................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................. ...................... x....................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... ...................... y..............................................................................................................................

..............................................................................................................................

..............................................................................................................................

............................................................................................. z

O |||||||La funzione spaziale 
he des
rive il diagramma di radiazione di un re
tangular arrayuniformemente alimentato e 
on le 
orrenti in fase fra di loro �e:U(�; �) = I0������
os��2 
os ��sin � ������ ���� sin [n (kdx sin � 
os�) =2℄sin [(kdx sin � 
os�) =2℄ sin [m (kdz 
os �) =2℄sin [(kdz 
os �) =2℄ ����Per dx = dz = d e per n = m = 6, dopo aver posto I0 = 1, si ha:U(�; �) = ������
os��2 
os ��sin � ������ ���� sin [6 (kd sin � 
os�) =2℄sin [(kd sin � 
os�) =2℄ sin [6 (kd 
os �) =2℄sin [(kd 
os �) =2℄ ����
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||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{10-22) Eser
izio n. 2 del 10/9/2010Con riferimento al problema pre
edente esprimere la funzione U(�; �) per � = 900e per d = �2 . Cal
olare analiti
amente il suo valore massimo non
h�e gli zeri nel primoquadrante. Cal
olare, quindi, la larghezza angolare del lobo prin
ipale. Si gra�
hi lafunzione al variare di �. |||||||Per � = �=2 risulta: 
os��2 
os ��sin � = 1Inoltre si ha: lim�!�=2� sin [6 (kd 
os �) =2℄sin [(kd 
os �) =2℄ � = 6Ne segue 
he: U(�=2; �) = 6 ���� sin [6 (kd 
os�) =2℄sin [(kd 
os�) =2℄ ����Per d = �2 =) kd = �, quindi:U(�=2; �) = 6 ����sin [6 (� 
os�) =2℄sin [(� 
os�) =2℄ ����Il suo valore massimo �e 36 e si ha per � = �=2. Essa si annulla quando si annulla ilnumeratore ma non il denominatore ossia, nel primo quadrante, per:
3� 
os�� = 8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

�; ossia per 
os��1 = 13 =) ��1 = ar

os(1=3) = 700:532�; ossia per 
os��2 = 23 =) ��2 = ar

os(2=3) = 480:193�; ossia per 
os��3 = 1 =) ��3 = 00ESCAM10 - 47



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{
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� F (�) � F (�) � F (�) � F (�)00 0:0000 20 0:0345 40 0:13774 60 0:3096580 0:54962 100 0:85641 120 1:2277 140 1:6597160 2:1462 180 2:6785 200 3:2442 220 3:827240 4:4062 260 4:9564 280 5:4477 300 5:8464310 5:9996 320 6:1158 330 6:1901 340 6:218350 6:1948 360 6:1163 370 5:9786 380 5:7783390 5:5125 400 5:1792 410 4:7769 420 4:3056430 3:7659 440 3:1599 450 2:4909 460 1:7636470 0:98423 470:5 0:57738 480 0:16052 480:1 0:076480:2 0:0087 480:3 0:094 480:4 0:1794 480:5 0:26515490 0:69831 500 1:5814 510 2:4766 520 3:3702530 4:2472 540 5:0915 550 5:8861 560 6:6133570 7:2549 580 7:7927 590 8:2086 600 8:4853600:5 8:5662 610 8:6063 610:5 8:6036 620 8:5565630 8:3226 640 7:8936 650 7:2609 660 6:4188670 5:3647 680 4:0996 690 2:6282 690:5 1:8176700 0:95879 700:5 0:053485 710 0:89644 720 2:9215730 5:0966 740 7:3986 760 12:275 780 17:307800 22:224 820 27:742 840 30:59 860 33:529870 34:597 880 35:372 890 35:842 900 36Il gra�
o presenta, quindi, un lobo nella direzione dell'asse y. La larghezza angolaredel lobo prin
ipale �e �
 = 2(900�70:50) = 390. �E interessante notare 
he, dalle formuleper il 
al
olo degli zeri, si evin
e 
he all'aumentare del numero dei dipoli la larghezzaangolare del lobo prin
ipale diminuis
e.ESCAM10 - 48



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{10-23) Eser
izio n. 3 del 10/9/2010La super�
ie di un lago �e ri
operta da uno strato di ghia

io di spessore s
onos
iuto.Un'onda elettromagneti
a piana lan
iata da un eli
ottero, di frequenza � = 1 GHz, in
idese
ondo la verti
ale sul ghia

io. Se il 
oeÆ
iente di ri
essione misurato risulta R = 0:61,
al
olare i primi sette possibili valori dello spessore del ghia

io. Alla frequenza data �e:�a
qua ' 80�0, �ghia

io ' 3:2�0. |||||||(vedi es. n.4 del 28/6/2000)
...............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................Ghia

io (�r=3:2)(2) ..........................................................................................................................................................d
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.............
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.............
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qua (�r=80)(3)

Aria (�r=1)(1) ......................................................................................................ondain
idente ...................................................................................................... ondariflessa

Si ha: R = (r12 + r23)2 � 4r12r23 sin2 �2d(1 + r12r23)2 � 4r12r23 sin2 �2dossia: R (1 + r12r23)2 � 4Rr12r23 sin2 �2d = (r12 + r23)2 � 4r12r23 sin2 �2de, an
ora: 4r12r23 (1�R) sin2 �2d = (r12 + r23)2 � R (1 + r12r23)2da 
ui: sin2 �2d = (r12 + r23)2 �R (1 + r12r23)24r12r23 (1� R)ESCAM10 - 49



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{Si ha: r12 = p�r1 �p�r2p�r1 +p�r2 ' 1� 1:78881 + 1:7888 = �0:78882:7888 ' �0:2828r23 = p�r2 �p�r3p�r2 +p�r3 ' 1:7888� 8:94431:7888 + 8:9443 = �7:155510:733 ' �0:6667(r12 + r23)2 = (�0:2828� 0:6667)2 ' 0:90155r12r23 ' 0:18854(1 + r12r23)2 ' 1:4126Quindi: sin2 �2d = 0:90155� 1:4126R4 � 0:18854(1� R)Per R=0.61, risulta:sin2 �2d ' 0:13554 =) sin �2d ' �0:36816La soluzione generale �e:�2d = 8<: ar
sin(�0:36816) + 2k� (k = 0; 1; 2 : : :)(2k + 1)� � ar
sin(�0:36816) (k = 0; 1; 2 : : :)laddove k deve ne
essariamente essere non negativo per evitare soluzioni negative per d ear
sin(�0:36816) = �0:37703.Poi
h�e: �2 = !
p�r2 = 2� � 1093 � 108 p3:2 ' 37:466le prime sette soluzioni per lo spessore del ghia

io sono:k = 0(�2d)1 ' 0:37703 =) d1 = 0:3770337:466 ' 0:010063 m ' 1 
m(�2d)2 ' � � 0:37703 ' 2:7646 =) d2 = 2:764637:466 ' 0:07379 m ' 7:38 
m(�2d)3 ' � + 0:37703 ' 3:5186 =) d3 = 3:518637:466 ' 0:093914 m ' 9:39 
mESCAM10 - 50



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{k = 1(�2d)4 ' 0:37703 + 2� ' 6:6602 =) d4 = 6:660237:466 ' 0:17777 m ' 17:78 
m(�2d)5 ' �0:37703 + 2� ' 5:9062 =) d5 = 5:906237:466 ' 0:15764 m ' 15:76 
m(�2d)6 ' 3� � 0:37703 ' 9:0477 =) d6 = 9:047737:466 ' 0:24149 m ' 24:15 
m(�2d)7 ' 3� + 0:37703 ' 9:8018 =) d7 = 9:801837:466 ' 0:26162 m ' 26:16 
m�E utile veri�
are i risultati trovati attraverso il gra�
o del 
oeÆ
iente di ri
essione Rin funzione della distanza d, ossia il gra�
o della formula:R = (r12 + r23)2 � 4r12r23 sin2 �2d(1 + r12r23)2 � 4r12r23 sin2 �2d

0.0 0.1 0.2 0.3d (m)

CoeÆ
iente di ri
essione dello strato di ghia

io in funzione dello spessore

0.00.1
0.20.3
0.40.5
0.60.7

R
...............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

.................................................................................................................................
.......................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

.................................................................................................................................
.......................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

.................................................................................................................................
..........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

.................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

0:01 0:0740:094 0:158 0:178 0:24150:2616

0:61

I risultati gra�
ati 
oin
idono 
on quelli 
al
olati.
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||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{10-24) Eser
izio n. 4 del 10/9/2010Un'onda elettromagneti
a piana di frequenza f = 10 MHz attraversa uno stratoionosferi
o omogeneo e privo di 
ollisioni (!p = 2� �8�106 rad=s) spesso 100Km. Cal
olareil tempo impiegato dall'onda elettromagneti
a ad attraversare tale strato.|||||||(vedi es. n.1 del 15/9/2000)Indi
ando 
on t il tempo impiegato ad attraversare la ionosfera, si ha:t = Lvgessendo L lo spessore dello strato e vg la velo
it�a di gruppo dell'onda elettromagneti
a.Supponendo la ionosfera priva di 
ollisioni, risulta:vg = 
s1� !2p!2Risulta: !2p!2 = 4�2 � 64 � 10124�2 � 100 � 1012 = 0:64Quindi: t = L
p1� 0:64 = 1053 � 108 � 0:6 ' 0:00055556 s = 555:56 �s
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||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{10-25) Eser
izio n. 1 del 1/10/2010Sia dato un sistema di antenne a mezz'onda uniformemente alimentate e 
on le 
orrentiin fase fra di loro. Esse sono posizionate 
ome in �gura, ossia formano un re
tangular array8�8. Il sistema �e un reti
olo periodi
o di passo d sia nella direzione dell'asse x e sia nelladirezione dell'asse z. Determinare l'espressione della funzione U(�; �).

................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................ ...................... x.................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... ...................... y..............................................................................................................................

..............................................................................................................................

..............................................................................................................................

..............................................................................................................................

.............................................................................................................. z

O |||||||La funzione spaziale 
he des
rive il diagramma di radiazione di un re
tangular arrayuniformemente alimentato e 
on le 
orrenti in fase fra di loro �e:U(�; �) = I0������
os��2 
os ��sin � ������ ���� sin [n (kdx sin � 
os�) =2℄sin [(kdx sin � 
os�) =2℄ sin [m (kdz 
os �) =2℄sin [(kdz 
os �) =2℄ ����Per dx = dz = d e per n = m = 8, dopo aver posto I0 = 1, si ha:U(�; �) = ������
os��2 
os ��sin � ������ ���� sin [8 (kd sin � 
os�) =2℄sin [(kd sin � 
os�) =2℄ sin [8 (kd 
os �) =2℄sin [(kd 
os �) =2℄ ����ESCAM10 - 53



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{10-26) Eser
izio n. 2 del 1/10/2010Con riferimento al problema pre
edente esprimere la funzione U(�; �) per � = 900e per d = �2 . Cal
olare analiti
amente il suo valore massimo non
h�e gli zeri nel primoquadrante. Cal
olare, quindi, la larghezza angolare del lobo prin
ipale. Si gra�
hi lafunzione al variare di �. |||||||Per � = �=2 risulta: 
os��2 
os ��sin � = 1Inoltre si ha: lim�!�=2� sin [8 (kd 
os �) =2℄sin [(kd 
os �) =2℄ � = 8Ne segue 
he: U(�=2; �) = 8 ����sin [8 (kd 
os�) =2℄sin [(kd 
os�) =2℄ ����Per d = �2 =) kd = �, quindi:U(�=2; �) = 8 ���� sin [8 (� 
os�) =2℄sin [(� 
os�) =2℄ ����Il suo valore massimo �e 64 e si ha per � = �=2. Essa si annulla quando si annulla ilnumeratore ma non il denominatore ossia, nel primo quadrante, per:
4� 
os�� =

8>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>:
�; ossia per 
os��1 = 14 =) ��1 = ar

os(1=4) = 750:5222�; ossia per 
os��2 = 24 =) ��2 = ar

os(1=2) = 6003�; ossia per 
os��3 = 34 =) ��3 = 410:414�; ossia per 
os��4 = 1 =) ��4 = 00ESCAM10 - 54



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{
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||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{Il gra�
o presenta, quindi, un lobo nella direzione dell'asse y. La larghezza angolaredel lobo prin
ipale �e �
 ' 2(900 � 750:522) = 280:956. �E interessante notare 
he,dalle formule per il 
al
olo degli zeri, si evin
e 
he all'aumentare del numero dei dipoli lalarghezza angolare del lobo prin
ipale diminuis
e.
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||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{10-27) Eser
izio n. 3 del 1/10/2010Un fas
etto di lu
e rossa mono
romati
a, di lunghezza d'onda relativa al vuoto �0 =6000 �A, in
ide normalmente su una sottilissima lamina di a
qua saponata di indi
e dirifrazione n2 = 1:33. Cal
olare il minimo spessore della lamina aÆn
h�e la ri
ettivit�a siaminima nei seguenti due 
asi: a) la lamina �e immersa in aria; b) la lamina �e depositatasu una super�
ie di vetro di indi
e di rifrazione n3 = 1:5 ed il mezzo da 
ui proviene lalu
e �e l'aria. Valutare, nei due 
asi, il valore della ri
ettivit�a. Con il valore dello spessore
al
olato nel punto a), si determini la ri
ettivit�a nel 
aso in 
ui la lamina �e depositata sulvetro. |||||||(vedi es. n.1 del 6/5/2000)a) Lamina immersa in aria.
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............................................................................................a
qua saponatan2 = 1:33

d........................................................... ................................................... ......................

In questo 
aso la ri
ettivit�a �e minima per n2d = m�04 
on m pari.Quindi:dmin = mpari �04n2 = mpari 60005:32 : Per m = 2 =) dmin = 60002:66 �A = 2255:64 �AIl valore della ri
ettivit�a �e zero. ESCAM10 - 57



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{b) Lamina depositata su super�
ie di vetro.
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qua saponatan2 = 1:33

d........................................................... ................................................... ......................

In questo 
aso la ri
ettivit�a �e minima per n2d = m�04 
on m dispari.Quindi:dmin = mdispari �04n2 = mdispari 60005:32 : Per m = 1 =) dmin = 60005:32 �A = 1127:82 �AIl valore della ri
ettivit�a �e:Rmin = �n1n3 � n22n1n3 + n22�2 = 0:07230710:6857 = 0:0067 = 0:67%Consideriamo, adesso, una lamina di spessore d = �02n2 , 
ome 
al
olato nel punto a) ela depositiamo sul vetro. La ri
ettivit�a �e:R = (r12 + r23)2 � 4r12r23 sin2 �2d(1 + r12r23)2 � 4r12r23 sin2 �2dSi ha: �2d = 2�n2d�0 = �Quindi la ri
ettivit�a �e massima e risulta:Rmax = (r12 + r23)2(1 + r12r23)2Si ha: r12 = n1 � n2n1 + n2 ; r23 = n2 � n3n2 + n3ESCAM10 - 58



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{ossia:r12 = 1� 1:331 + 1:33 = �0:332:33 = �0:141631; r23 = 1:33� 1:51:33 + 1:5 = �0:172:83 = �0:060071Quindi: Rmax = 0:040681:01709 = 0:03999 = 3:999%
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||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{10-28) Eser
izio n. 4 del 1/10/2010Una sorgente in quiete emette un fas
io di mi
roonde, di lunghezza d'onda �0 = 12 
m,
he 
olpis
e un aeroplano in avvi
inamento. Le onde ri
esse dall'aeroplano vengono rivelateda un ri
evitore in quiete posto nelle immediate vi
inanze della sorgente e la loro frequenzadi�eris
e da quella delle mi
roonde emesse dalla sorgente di una quantit�a �� = 990 Hz.Cal
olare la velo
it�a di avvi
inamento dell'aeroplano. Si assuma 
 = 1.|||||||(vedi es. n.3 del 23/2/2000)Sia �0 = 
�0 = 3 � 10812 � 10�2 = 2:5 GHz la frequenza emessa dalla sorgente in quiete S.La frequenza osservata da un osservatore solidale ad un sistema di riferimento S 0 inmoto rispetto al sistema S, in generale, �e data:! 0 = 
(! � ~v � ~k) (1)Nel nostro 
aso la frequenza osservata da un osservatore solidale 
on l'aereo in avvi
-inamento (~v � ~k = vk 
os 1800 = �vk; 
 = 1) �e:! 0 = ! + vk = ! + v!
 = ! �1 + v
� (2)essendo v la velo
it�a dell'aereo.Tale frequenza �e quella dell'onda ri
essa dall'aereo.L'osservatore solidale al sistema S rivela l'onda ri
essa dall'aereo e sia !00 la frequenza(angolare) misurata. Per 
al
olare tale frequenza dobbiamo invertire la formula (1) inquanto dobbiamo 
al
olare la frequenza relativa ad un sistema in quiete in funzione dellafrequenza relativa ad un sistema in moto. Si ha, quindi:! = 
(! 0 + ~v � ~k 0)
he nel nostro 
aso diventa:!00 = ! 0 + vk 0 = ! 0 + v! 0
 = ! 0 �1 + v
�in quanto questa volta ~v e ~k 0 sono paralleli.Sostituendo ad ! 0 la sua espressione in funzione di ! data dalla (2), si ha:!00 = ! �1 + v
�2 (3)Poi
h�e 
ertamente v << 
, la (3) pu�o s
riversi:!00 ' ! �1 + 2v
� = ! + 2!v
ESCAM10 - 60



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{ossia: �00 � � = 2� v
da 
ui: v = �00 � �2� 
 = 9902 � 2:5 � 109 3 � 108 = 59:4 m=s = 213:84 Km=h
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||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{10-29) Eser
izio n. 1 del 5/11/2010Sia dato un sistema di 6 antenne a mezz'onda uniformemente alimentate e 
on le
orrenti in fase fra di loro. Esse sono posizionate 
ome in �gura. Determinare l'espressionedel vettore di Poynting irradiato.

x y
z

1 2 3
4 5 6

|||||||Le densit�a di 
orrente sull'antenna 1, sull'antenna 2, sull'antenna 3, sull'antenna 4,sull'antenna 5 e sull'antenna 6 sono rispettivamente:8>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

~J (1) = bzA1Æ(x)Æ�y + �4� 
os k(z � z1) z1 � l � z � z1 + l~J (2) = byA2Æ(x)Æ(z) 
os ky � l � y � +l~J (3) = bzA3Æ(x)Æ�y � �4� 
os k(z � z3) z3 � l � z � z3 + l~J (4) = bzA4Æ�x� �4� Æ(y) 
osk(z � z4) z4 � l � z � z4 + l~J (5) = bxA5Æ(y)Æ(z) 
oskx � l � x � +l~J (6) = bzA6Æ�x+ �4� Æ(y) 
osk(z � z6) z6 � l � z � z6 + lPosto A1 = A2 = A3 = A4 = A5 = A6 = 1 per la uniformit�a del sistema di antenne,ESCAM10 - 62



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{la densit�a di 
orrente risultante �e la somma delle sei:~J =bzÆ(x)Æ�y + �4� 
os k(z � z1) + byÆ(x)Æ(z) 
os ky + bzÆ(x)Æ�y � �4� 
os k(z � z3)++bzÆ�x� �4� Æ(y) 
os k(z � z4) + bxÆ(y)Æ(z) 
os kx+ bzÆ�x+ �4� Æ(y) 
os k(z � z6)Il vettore di radiazione (far �eld) ~N(�; �) �e:~N(�; �) = ZV e�ikber � ~r 0 ~J(~r 0)d3r 0Ora: ber = bx sin � 
os�+ by sin � sin�+ bz 
os �Quindi: ber � ~r 0 = x 0 sin � 
os�+ y 0 sin � sin�+ z 0 
os �Ne segue:~N(�; �)==ZVe�ik (x 0 sin � 
os�+y 0 sin � sin�+z 0 
os �)bzÆ(x 0)Æ�y 0 + �4� 
os k(z 0 � z1)dx 0dy 0dz 0++ZVe�ik (x 0 sin � 
os�+ y 0 sin � sin�+ z 0 
os �)byÆ(x 0)Æ(z 0) 
os ky 0dx 0dy 0dz 0++ZVe�ik (x 0 sin � 
os�+ y 0 sin � sin�+ z 0 
os �)bzÆ(x 0)Æ�y 0 � �4�
os k(z 0 � z3)dx 0dy 0dz 0++ZVe�ik (x 0 sin � 
os�+ y 0 sin � sin�+ z 0 
os �)bzÆ�x 0 � �4�Æ(y 0) 
os k(z 0 � z4)dx 0dy 0dz 0++ZVe�ik (x 0 sin � 
os�+ y 0 sin � sin�+ z 0 
os �)bxÆ(y 0)Æ(z 0) 
os kx 0dx 0dy 0dz 0++ZVe�ik (x 0 sin � 
os�+ y 0 sin � sin�+ z 0 
os �)bzÆ�x 0 + �4�Æ(y 0) 
os k(z 0 � z6)dx 0dy 0dz 0ESCAM10 - 63



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{ossia: ~N(�; �) =bze+ik�4 sin � sin� Z z1+lz1�le�ikz 0 
os � 
os k(z 0 � z1)dz 0++by Z +l�l e�iky 0 sin � sin� 
os ky 0dy 0++bze�ik�4 sin � sin� Z z3+lz3�le�ikz 0 
os � 
os k(z 0 � z3)dz 0++bze�ik�4 sin � 
os� Z z4+lz4�le�ikz 0 
os � 
os k(z 0 � z4)dz 0++bx Z +l�l e�ikx 0 sin � 
os� 
os kx 0dx 0++bze+ik�4 sin � 
os� Z z6+lz6�le�ikz 0 
os � 
os k(z 0 � z6)dz 0Si ha: bx � br = 
os = sin � 
os�essendo  l'angolo formato fra l'asse x e la direzione del vettore posizione ber.Inoltre: by � br = 
os� = sin � sin�essendo � l'angolo formato fra l'asse y e la direzione del vettore posizione ber.Per un'antenna a mezz'onda risulta, quindi:Z +l�l e�iky 0 sin � sin� 
os ky 0dy 0 = Z +l�l e�iky 0 
os� 
os ky 0dy 0 = 2k 
os��2 sin � sin��1� sin2 � sin2 �e:Z +l�l e�ikx 0 sin � 
os� 
os kx 0dx 0 = Z +l�l e�ikx 0 
os 
os kx 0dx 0 = 2k 
os��2 sin � 
os��1� sin2 � 
os2 �Valutiamo Z zi+lzi�le�ikz 0 
os � 
os k(z 0 � zi)dz 0.Poniamo z 0 � zi = u =) dz 0 = du. Per z 0 = zi � l =) u = �l. Per z 0 = zi + l =)u = +l. Si ha, quindi:Z zi+lzi�le�ikz 0 
os � 
os k(z 0 � zi)dz 0 = e�ikzi 
os � Z +l�l e�iku 
os � 
os kudu ==e�ikzi 
os � 2k 
os��2 
os ��sin2 � ESCAM10 - 64



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{Si ponga: z1 = +�4 ; z3 = +�4 ; z4 = ��4 ; z6 = ��4Pertanto: ~N(�; �) =bze+ik�4 sin � sin�e�ik�4 
os � 2k 
os��2 
os ��sin2 � ++by 2k 
os��2 sin � sin��1� sin2 � sin2 � ++bze�ik�4 sin � sin�e�ik�4 
os � 2k 
os��2 
os ��sin2 � ++bze�ik�4 sin � 
os�e+ik�4 
os � 2k 
os��2 
os ��sin2 � ++bx2k 
os��2 sin � 
os��1� sin2 � 
os2 � ++bze+ik�4 sin � 
os�e+ik�4 
os � 2k 
os��2 
os ��sin2 �Ne segue:
~N(�; �)=bx2k 
os��2 sin � 
os��1� sin2 � 
os2 � ++by 2k 
os��2 sin � sin��1� sin2 � sin2 � ++bz 2k e�ik�4 
os � 
os��2 
os ��sin2 � "e+ik�4 sin � sin� + e�ik�4 sin � sin�#++bz 2k e+ik�4 
os � 
os��2 
os ��sin2 � "e+ik�4 sin � 
os� + e�ik�4 sin � 
os�#ESCAM10 - 65



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{ossia: ~N(�; �)=bx2k 
os��2 sin � 
os��1� sin2 � 
os2 � ++by 2k 
os��2 sin � sin��1� sin2 � sin2 � ++bz 2k e�ik�4 
os � 
os��2 
os ��sin2 � "2 
os��2 sin � sin�� #++bz 2k e+ik�4 
os � 
os��2 
os ��sin2 � "2 
os��2 sin � 
os�� #Poi
h�e: 8>>><>>>:bx = ber sin � 
os�+ be� 
os � 
os�� be� sin�by = ber sin � sin�+ be� 
os � sin�+ be� 
os�bz = ber 
os � � be� sin �si ha: ~N(�; �)=ber(sin � 
os�2k 
os��2 sin � 
os��1� sin2 � 
os2 � +sin � sin� 2k 
os��2 sin � sin��1� sin2 � sin2 � ++
os � 2ke�ik�4 
os � 
os��2 
os ��sin2 � "2 
os��2 sin � sin�� #++
os � 2ke+ik�4 
os � 
os��2 
os ��sin2 � "2 
os��2 sin � 
os�� #)++be�(
os � 
os�2k 
os��2 sin � 
os��1� sin2 � 
os2 � +
os � sin� 2k 
os��2 sin � sin��1� sin2 � sin2 � �� sin � 2ke�ik�4 
os � 
os��2 
os ��sin2 � "2 
os��2 sin � sin�� #�� sin � 2ke+ik�4 
os � 
os��2 
os ��sin2 � "2 
os��2 sin � 
os�� #)++be�(� sin�2k 
os��2 sin � 
os��1� sin2 � 
os2 � +
os� 2k 
os��2 sin � sin��1� sin2 � sin2 � )ESCAM10 - 66



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{Il vettore di Poynting (far �eld), mediato in un periodo, �e:h~Si = 12Z � k4�r�2 �jN�j2 + jN�j2� ber
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||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{10-30) Eser
izio n. 2 del 5/11/2010Con riferimento al problema pre
edente gra�
are il diagramma di radiazione nel piano� = 900. |||||||Si ha:N� =(
os � 
os�2k 
os��2 sin � 
os��1� sin2 � 
os2 � +
os � sin� 2k 
os��2 sin � sin��1� sin2 � sin2 � �� sin � 2ke�ik�4 
os � 
os��2 
os ��sin2 � "2 
os��2 sin � sin�� #�� sin � 2ke+ik�4 
os � 
os��2 
os ��sin2 � "2 
os��2 sin � 
os�� #)N� =(� sin�2k 
os��2 sin � 
os��1� sin2 � 
os2 � +
os� 2k 
os��2 sin � sin��1� sin2 � sin2 � )Per � = 900: (N�)(�=900) =�4k" 
os��2 sin��+ 
os��2 
os��#(N�)(�=900) = �2k 
os��2 
os��sin� + 2k 
os��2 sin��
os�h~Si =12Z � k4�r�2 �jN�j2 + jN�j2� ber ==12Z � 12�r�2(4" 
os��2 sin��+ 
os��2 
os��#2 + "� 
os��2 
os��sin� ++
os��2 sin��
os� #2)berGra�
hiamo il fattore di forma:F (�) = (4" 
os��2 sin��+ 
os��2 
os��#2 + "
os��2 sin��
os� � 
os��2 
os��sin� #2)ESCAM10 - 68



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{Si ha: lim�=00 
os��2 
os��sin� = 0; lim�=900 
os��2 sin��
os� = 0
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||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{3000 4:8797 3050 4:8019 3100 4:7499 3150 4:73163200 4:7499 3250 4:8019 3300 4:8797 3350 4:97023400 5:0563 3450 5:1191 3500 5:1397 3550 5:1033600 5
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||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{10-31) Eser
izio n. 3 del 5/11/2010Una lamina piana d'argento �e posta fra l'aria ed il vetro (n3 = 1:5). Un fas
ettolaser di 
olore rosso, 
onsiderato mono
romati
o (�0 = 0:6328 �m), si propaga in aria.L'indi
e di rifrazione dell'argento 
ompetente alla lunghezza d'onda 
onsiderata �e n =0:13455 + i3:98651. Se lo spessore della lamina d'argento �e d = 0:013 �m, 
al
olare il
oeÆ
iente di ri
essione R. |||||||Dalla teoria delle lamine piane assorbenti si dedu
e 
he il 
oeÆ
iente di ri
essione �e:R= jr12j2+e��4�ni d�0��2<(r�12r23)
os�4�nr d�0��2=(r�12r23)sin�4�nr d�0��+jr23j2e��8�ni d�0�1+e��4�ni d�0��2<(r12r23)
os�4�nr d�0��2=(r12r23)sin�4�nr d�0��+jr12j2jr23j2e��8�ni d�0�Comin
iamo 
on il 
al
olare al
une quantit�a 
he servono per la valutazione dei 
oef-�
ienti 
he �gurano nella formula della ri
ettivit�a:(n1 � nr) = (1� 0:13455) = 0:86545; (n1 + nr) = (1 + 0:13455) = 1:13455(nr � n3) = (0:13455� 1:5) = �1:3655; (nr + n3) = (0:13455 + 1:5) = 1:63455<(r�12r23) = �(n1 � nr)(nr � n3)� n2i � �(n1 + nr)(nr + n3) + n2i �+ n2i (n3 � n1)2[(n1 + nr)(nr + n3) + n2i ℄2 + n2i (n3 � n1)2 == �(0:86545)(�1:3655)� 3:986512� �(1:13455)(1:63455)+ 3:986512�+ 3:986512(0:5)2[(1:13455)(1:63455)+ 3:986512℄2 + 3:986512(0:5)2 ==(�17:074) (17:747) + 3:9731314:95 + 3:9731 = �0:93765=(r�12r23) = � 2ni(n3 � n1)(n1n3 + n2r + n2i )[(n1 + nr)(nr + n3) + n2i ℄2 + n2i (n3 � n1)2 ==� 2 � 3:98651(0:5)(1:5+ 0:134552 + 3:986512)314:95 + 3:9731 = � 69:406314:95 + 3:9731 = �0:21763Analogamente:<(r12r23) =�(n1 � nr)(nr � n3)+n2i ��(n1 + nr)(nr + n3)� n2i �+n2i (n1 � 2nr + n3)(n1 + 2nr + n3)[(n1 + nr)(nr + n3)� n2i ℄2 + n2i (n1 + 2nr + n3)2 =�(0:86545)(�1:3655)+3:986512��(1:13455)(1:63455)� 3:986512�+3:986512(2:2309)(2:7691)[(1:13455)(1:63455)� 3:986512℄2 + 3:986512(1 + 0:2691 + 1:5)2 =(14:71049) (�14:037783) + 98:1758197:06 + 121:86 = �108:3268318:92 = �0:33967ESCAM10 - 71



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{=(r12r23) =ni(n1 � 2nr + n3)�(n1 + nr)(nr + n3)�n2i ��ni(n1 + 2nr + n3)�(n1 � nr)(nr � n3)+n2i �[(n1 + nr)(nr + n3)� n2i ℄2 + n2i (n1 + 2nr + n3)2 == 8:8935�(1:13455)(1:63455)�3:986512��11:039�(0:8655)(�1:36545)+3:986512�197:06 + 121:86 == �124:8450� 162:3888197:06 + 121:86 = �287:2338318:92 = �0:90065Inoltre: <(r12) = n21 � n2r � n2i(n1 + nr)2 + n2i = �14:9103617:1794 = �0:86792<(r23) = n2r � n23 + n2i(nr + n3)2 + n2i = 13:660418:5640 = 0:73585=(r12) = �2nin1(n1 + nr)2 + n2i = � 7:9730217:17946 = �0:4641=(r23) = 2nin3(nr + n3)2 + n2i = 11:9595318:5640 = 0:6442jr12j2 = (n1 � nr)2 + n2i(n1 + nr)2 + n2i = 16:6412617:17946 = 0:96867jr23j2 = (nr � n3)2 + n2i(nr + n3)2 + n2i = 17:756718:5640 = 0:9565sin�4�nr d�0� = sin�4� � 0:13455 0:0130:6328� = 0:03473
os�4�nr d�0� = 
os�4� � 0:13455 0:0130:6328� = 0:9994exp ���4�ni d�0�� = exp ���4� � 3:98651 0:0130:6328�� = exp(�1:02915) = 0:3573exp ���8�ni d�0�� = exp ���8� � 3:98651 0:0130:6328�� = exp(�2:0583) = 0:1277Quindi:R = 0:96867 + 0:3573 [�2 � 0:93765 � 0:9994 + 2 � 0:21763 � 0:03473℄ + 0:9565 � 0:12771 + 0:3573 [�2 � 0:33967 � 0:9994 + 2 � 0:90065 � 0:03473℄ + 0:96867 � 0:9565 � 0:1277 ==0:426570:8981 = 0:4749
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||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{10-32) Eser
izio n. 4 del 5/11/2010Con riferimento al problema pre
edente, 
al
olare il 
oeÆ
iente di trasmissione.|||||||Poi
h�e risulta, in questo 
aso: �3�1�1�3 = n3n1il 
oeÆ
iente di trasmissione �e:
T= n3n1 �1 + 2<(r12) + jr12j2� �1 + 2<(r23) + jr23j2� e��4�ni d�0�1+e��4�ni d�0��2<(r12r23)
os�4�nr d�0��2=(r12r23)sin�4�nr d�0��+jr12j2jr23j2e��8�ni d�0�Poi
h�e il 
oeÆ
iente di trasmissione ha lo stesso denominatore del 
oeÆ
iente di ri-
essione, pro
ediamo al 
al
olo del solo numeratore. Si ha:T = 1:5 [1� 2 � 0:86792 + 0:96867℄ [1 + 2 � 073585 + 0:9565℄ 0:35730:8981 = 0:4277890:8981 = 0:4763
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||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{10-33) Eser
izio n. 1 del 17/12/2010Sia dato un sistema di 3 antenne a mezz'onda uniformemente alimentate e 
on le
orrenti in fase fra di loro. Esse sono posizionate 
ome in �gura. Determinare l'espressionedel vettore di Poynting irradiato.

x y
z
123

|||||||(vedi es. n.1 del 22/9/2003)Le densit�a di 
orrente sull'antenna 1, sull'antenna 2 e sull'antenna 3 sono rispettiva-mente: 8>>>><>>>>: ~J (1) = bzA1Æ(x)Æ(y) 
oskz � l � z � +l~J (2) = byA2Æ(x)Æ(z) 
os ky � l � y � +l~J (3) = bxA3Æ(y)Æ(z) 
os kx � l � x � +lPosto A1 = A2 = A3 = 1 per la uniformit�a del sistema di antenne, la densit�a di
orrente risultante �e la somma delle tre:~J =bzÆ(x)Æ(y) 
oskz + byÆ(x)Æ(z) 
os ky + bxÆ(y)Æ(z) 
os kxIl vettore di radiazione (far �eld) ~N(�; �) �e:~N(�; �) = ZV e�ikber � ~r 0 ~J(~r 0)d3r 0Ora: ber = bx sin � 
os�+ by sin � sin�+ bz 
os �ESCAM10 - 74



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{Quindi: ber � ~r 0 = x 0 sin � 
os�+ y 0 sin � sin�+ z 0 
os �Ne segue:~N(�; �)==ZVe�ik (x 0 sin � 
os�+ y 0 sin � sin�+ z 0 
os �)bzÆ(x 0)Æ(y 0) 
os kz 0dx 0dy 0dz 0++ZVe�ik (x 0 sin � 
os�+ y 0 sin � sin�+ z 0 
os �)byÆ(x 0)Æ(z 0) 
os ky 0dx 0dy 0dz 0++ZVe�ik (x 0 sin � 
os�+ y 0 sin � sin�+ z 0 
os �)bxÆ(y 0)Æ(z 0) 
os kx 0dx 0dy 0dz 0ossia: ~N(�; �) =bz Z +l�l e�ikz 0 
os � 
os kz 0dz 0++by Z +l�l e�iky 0 sin � sin� 
os ky 0dy 0++bxZ +l�l e�ikx 0 sin � 
os� 
os kx 0dx 0Si ha: bx � br = 
os = sin � 
os�essendo  l'angolo formato fra l'asse x e la direzione del vettore posizione ber.Inoltre: by � br = 
os� = sin � sin�essendo � l'angolo formato fra l'asse y e la direzione del vettore posizione ber.Per un'antenna a mezz'onda risulta, quindi:Z +l�l e�ikz 0 
os � 
os kz 0dz 0 = 2k 
os��2 
os ��sin2 �Z +l�l e�iky 0 sin � sin� 
os ky 0dy 0 = Z +l�l e�iky 0 
os� 
os ky 0dy 0 = 2k 
os��2 sin � sin��1� sin2 � sin2 �Z +l�l e�ikx 0 sin � 
os� 
os kx 0dx 0 = Z +l�l e�ikx 0 
os 
os kx 0dx 0 = 2k 
os��2 sin � 
os��1� sin2 � 
os2 �ESCAM10 - 75



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{Ne segue: ~N(�; �)=bz 2k 
os��2 
os ��sin2 � ++by 2k 
os��2 sin � sin��1� sin2 � sin2 � ++bx2k 
os��2 sin � 
os��1� sin2 � 
os2 �Poi
h�e: 8>>><>>>:bx = ber sin � 
os�+ be� 
os � 
os�� be� sin�by = ber sin � sin�+ be� 
os � sin�+ be� 
os�bz = ber 
os � � be� sin �si ha: ~N(�; �)=ber(sin � 
os�2k 
os��2 sin � 
os��1� sin2 � 
os2 � +sin � sin� 2k 
os��2 sin � sin��1� sin2 � sin2 � ++
os � 2k 
os��2 
os ��sin2 � )++be�(
os � 
os�2k 
os��2 sin � 
os��1� sin2 � 
os2 � +
os � sin� 2k 
os��2 sin � sin��1� sin2 � sin2 � �� sin � 2k 
os��2 
os ��sin2 � )++be�(� sin�2k 
os��2 sin � 
os��1� sin2 � 
os2 � +
os� 2k 
os��2 sin � sin��1� sin2 � sin2 � )Il vettore di Poynting (far �eld), mediato in un periodo, �e:h~Si = 12Z � k4�r�2 �jN�j2 + jN�j2� ber
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||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{10-34) Eser
izio n. 2 del 17/12/2010Con riferimento al problema pre
edente gra�
are il diagramma di radiazione nel piano� = 900. |||||||Si ha:N� =(
os � 
os�2k 
os��2 sin � 
os��1� sin2 � 
os2 � +
os � sin� 2k 
os��2 sin � sin��1� sin2 � sin2 � �� sin � 2k 
os��2 
os ��sin2 � )
N� =(� sin�2k 
os��2 sin � 
os��1� sin2 � 
os2 � +
os� 2k 
os��2 sin � sin��1� sin2 � sin2 � )

Per � = 900: (N�)(�=900) =� 2k(N�)(�=900) = �2k 
os��2 
os��sin� + 2k 
os��2 sin��
os�h~Si =12Z � k4�r�2 �jN�j2 + jN�j2� ber ==12Z � 12�r�2(1 + "� 
os��2 
os��sin� + 
os��2 sin��
os� #2)berGra�
hiamo il fattore di forma:F (�) = (1 + "
os��2 sin��
os� � 
os��2 
os��sin� #2)
Si ha: lim�=00 
os��2 
os��sin� = 0; lim�=900 
os��2 sin��
os� = 0ESCAM10 - 77



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{
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||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{10-35) Eser
izio n. 3 del 17/12/2010Un'onda elettromagneti
a piana di frequenza � = 900 MHz (telefonino), viaggiantein aria, attraversa, in direzione della normale, un muro piano fatto di mattoni e 
ementoe spesso d = 10 
m, oltre al quale 
'�e l'aria. Assumiamo 
he i parametri 
ostitutivi di talemuro siano: �r = 7, � = 0:011 S=m, � = �0. Cal
olare il 
oeÆ
iente di ri
essione e quellodi trasmissione. |||||||S
riviamo le formule 
he legano gli indi
i di rifrazione ai parametri 
ostitutivi dei tremezzi, attraverso le 
ostanti di propagazione � ed i 
oeÆ
ienti di attenuazione � dell'ondaelettromagneti
a:�1 = !
 n1; �2 = !
vuut�r2�r22 "1 +s1 + �2�22!2# = !
 nr;�2 = !
vuut�r2�r22 "s1 + �2�22!2 � 1# = !
 ni; �3 = !
 n3Poi
h�e il primo ed il terzo mezzo �e l'aria, risulta n1 = n3 = 1. Per il se
ondo mezzo,si ha: nr =vuut�r2�r22 "1 +s1 + �2�22!2#; ni =vuut�r2�r22 "s1 + �2�22!2 � 1#Si ha: �2�22!2 = (0:011)2(8:854 � 10�12 � 7 � 2� � 9 � 108)2 ' 9:85066 � 10�4per 
ui p1 + 9:85066 � 10�4 ' 1:0004924�E 
onveniente 
ontinuare ad usare le formule esatte in quanto hanno in evidenza ilfattore !
 :nr =r72 [1 + 1:0004924℄ ' 2:646077; ni =r72 [1:00004924� 1℄ ' 0:041514Dalla teoria delle lamine piane assorbenti si dedu
e 
he il 
oeÆ
iente di ri
essione �e:R= jr12j2+e��4�ni d�0��2<(r�12r23)
os�4�nr d�0��2=(r�12r23)sin�4�nr d�0��+jr23j2e��8�ni d�0�1+e��4�ni d�0��2<(r12r23)
os�4�nr d�0��2=(r12r23)sin�4�nr d�0��+jr12j2jr23j2e��8�ni d�0�ESCAM10 - 79



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{Comin
iamo 
on il 
al
olare al
une quantit�a 
he servono per la valutazione dei 
oef-�
ienti 
he �gurano nella formula della ri
ettivit�a, tenendo 
onto 
he n1 = n3:(n1 � nr) = (1� 2:646077) = �1:646077; (n1 + nr) = (1 + 2:646077) = 3:646077(nr � n3) = (2:646077� 1) = 1:646077; (nr + n3) = (2:646077 + 1) = 3:646077<(r�12r23) = �(n1 � nr)(nr � n3)� n2i � �(n1 + nr)(nr + n3) + n2i �+ n2i (n3 � n1)2[(n1 + nr)(nr + n3) + n2i ℄2 + n2i (n3 � n1)2 ==�(n1 � nr)(nr � n3)� n2i �[(n1 + nr)(nr + n3) + n2i ℄ = ��(1:646077)(1:646077)� 0:0415142�[(3:646077)(3:646077)+ 0:0415142℄ = �0:203924=(r�12r23) = 0Analogamente:<(r12r23) =�(n1 � nr)(nr � n3)+n2i ��(n1 + nr)(nr + n3)� n2i �+n2i (n1 � 2nr + n3)(n1 + 2nr + n3)[(n1 + nr)(nr + n3)� n2i ℄2 + n2i (n1 + 2nr + n3)2 =��(1:646077)2+0:0415142��(3:646077)2� 0:0415142�+0:0415142(�3:292154)(7:292154)[(3:646077)2 � 0:0415142℄2 + 0:0415142(7:292154)2 =(�2:707846) (13:292154)� 0:041374176:68136 + 0:091643 = � 36:03448176:773003 = �0:203846=(r12r23) =ni(n1 � 2nr + n3)�(n1 + nr)(nr + n3)�n2i ��ni(n1 + 2nr + n3)�(n1 � nr)(nr � n3)+n2i �[(n1 + nr)(nr + n3)� n2i ℄2 + n2i (n1 + 2nr + n3)2 == �(0:136670)�(3:646077)2�0:0415142��(0:3027)��(1:646077)2+0:0415142�176:773003 == �1:816639 + 0:81966176:773003 = � 0:996979176:773003 = �0:00564Inoltre: <(r12) = n21 � n2r � n2i(n1 + nr)2 + n2i = �6:00344713:2956 = �0:451536<(r23) = n2r � n23 + n2i(nr + n3)2 + n2i = 6:00344713:2956 = +0:451536=(r12) = �2nin1(n1 + nr)2 + n2i = �0:08302813:2956 = �0:006245=(r23) = 2nin3(nr + n3)2 + n2i = 0:08302813:2956 = +0:006245jr12j2 = (n1 � nr)2 + n2i(n1 + nr)2 + n2i = 2:71129313:2956 = 0:203924jr23j2 = (nr � n3)2 + n2i(nr + n3)2 + n2i = 2:71129313:2956 = 0:203924ESCAM10 - 80



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{sin�4�nr d�0� = sin�4� � 2:6460770:1 � 9 � 1083 � 108 � = �0:5232816
os�4�nr d�0� = 
os�4� � 2:6460770:1 � 9 � 1083 � 108 � = �0:8521598exp ���4�ni d�0�� = exp ���4� � 0:0415140:1 � 9 � 1083 � 108 �� = exp(�0:1565) = 0:85513exp ���8�ni d�0�� = exp ���8� � 0:0415140:1 � 9 � 1083 � 108 �� = exp(�0:31301) = 0:73124Quindi:R =0:203924 + 0:85513 [2 � 0:203924 � 0:8521598℄ + 0:203924 � 0:731241 + 0:85513 � 0:341516 + (0:203924)2 � 0:73124 ==0:650241:32245 = 0:49169Poi
h�e risulta, in questo 
aso: �3�1�1�3 = n3n1il 
oeÆ
iente di trasmissione �e:
T= n3n1 �1 + 2<(r12) + jr12j2� �1 + 2<(r23) + jr23j2� e��4�ni d�0�1+e��4�ni d�0��2<(r12r23)
os�4�nr d�0��2=(r12r23)sin�4�nr d�0��+jr12j2jr23j2e��8�ni d�0�Poi
h�e il 
oeÆ
iente di trasmissione ha lo stesso denominatore del 
oeÆ
iente di ri-
essione, pro
ediamo al 
al
olo del solo numeratore. Si ha:T= [1� 2 � 0:451536 + 0:203924℄ [1 + 2 � 0:451536 + 0:203924℄ 0:855131:3325 = 0:5420621:32245 =0:40989
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||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{10-36) Eser
izio n. 4 del 17/12/2010Con riferimento al problema pre
edente, ripetere i 
al
oli nel 
aso 
he il muro abbiauno spessore di 15 
m. |||||||Si ha: sin�4�nr d�0� = sin�4� � 2:6460770:15 � 9 � 1083 � 108 � = 0:677788
os�4�nr d�0� = 
os�4� � 2:6460770:15 � 9 � 1083 � 108 � = �0:735257exp ���4�ni d�0�� = exp ���4� � 0:0415140:15 � 9 � 1083 � 108 �� = exp(�0:234756) = 0:79076exp ���8�ni d�0�� = exp ���8� � 0:0415140:15 � 9 � 1083 � 108 �� = exp(�0:4695) = 0:625315Quindi:R =0:203924 + 0:79076 [2 � 0:203924 � 0:735257℄ + 0:203924 � 0:6253151 + 0:79076 � 0:307404 + (0:203924)2 � 0:625315 == 0:5685681:2690865 = 0:4480136Poi
h�e risulta, in questo 
aso: �3�1�1�3 = n3n1il 
oeÆ
iente di trasmissione �e:T= n3n1 �1 + 2<(r12) + jr12j2� �1 + 2<(r23) + jr23j2� e��4�ni d�0�1+e��4�ni d�0��2<(r12r23)
os�4�nr d�0��2=(r12r23)sin�4�nr d�0��+jr12j2jr23j2e��8�ni d�0�Poi
h�e il 
oeÆ
iente di trasmissione ha lo stesso denominatore del 
oeÆ
iente di ri-
essione, pro
ediamo al 
al
olo del solo numeratore. Si ha:T= [1�2 � 0:451536+0:203924℄ [1+2 � 0:451536+0:203924℄ 0:790761:258374 = 0:5012581:2690865=0:39497Fine Eser
izi Campi e.m. - 2010ESCAM10 - 82
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