Esercizi svolti di Campi elettromagnetici - Anno 2008

08-1) Esercizio n. 1 del 31/1/2008

Sia dato un sistema di antenne a mezz’onda uniformemente alimentate e con le correnti

in fase fra di loro. Esse sono posizionate come in figura. Determinare 1’espressione del
vettore di Poynting irradiato.

Le densita di correnti sull’antenna 1, sull’antenna 2, sull’antenna 3 e sull’antenna 4
rispettivamente sono:

(JM) = 24,6(2)6(y + d) cos kz —1<z<+l

J@) = 24,6(x)0(y — d) cos kz -1 <z<+l
) J®) = FA30(y)6(z — d)coskz  —1<ax <+l
| J® = 2446(y)0(2 + d) cos ka — 1<z <+l

Quindi la densita di corrente risultante nel sistema di antenne é la somma, delle quattro:

-

J =ZA10(x)d(y + d) coskz + ZA3(x)d(y — d) cos kz+
+7A30(y)0(z — d) coskx + £A46(y)d(z + d) cos kx
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1 vettore di radiazione (far field) N (6, ¢) é:

]\7(97 (]5) :/ e—ik/e\,« . F/j(,r—,»/)dST/

v

Ora:

e = Tsinfcos ¢+ ysinfsin ¢ + z cos
Quindi:
ér -7 =x'sinfcosgp+y’ sinfsing + 2’ cosd

Ne segue:
o . ] . /] . . /
N(Q,qﬁ):/e_lk (x'sinfcosp+y’ sinfsing+z COSQ)EAl(S(x’)(S(y’+d)coskz’da;’dy’dz’+

1%

+/ e—ik(x’sinﬁcosq3+y'sinﬁsin¢-l-z’cosﬁ)gAz(;(x/)(s(y/_d)coskzxdx/dy/dzx+

v

+/ e_ik(xlsmgcosqs_"ylsmgsm¢+Z/COSQ)EL‘\Agé(y’)(S(z’—d)coskx’dx’dy’dz’+
v

+/ e—ik(x’sin9c05¢+y’sinﬁsin¢>+z’cos€)5:\A45(y/)5(zl_i_d)coskx/dx/dy/dz/
v
ossia:

+o. . .
N8, $) :3A1/ o—ik(—=dsinfsing + 2" cos ) o z'ds' o
—

+ . . .
+2A2/ ¢~ ik(dsinOsing + 2" cos0) o1 1,7
—

+i . .
+5§A3/ ¢~k (z'sinf cos ¢+ dcost) oo pr ey
—1

+l . .
+EEA4/ otk (z'sinfcosd —dcosO) . cpr'dn’
—1

. . . +
N0, ) :EA16+2kd sinfsin ¢ / e~ ikz"cos ot '+
-1
. . . +l o
+2A2e—zkdsm93m¢/ o—tkz"cosO . ko'dy'+
-1

. +l . .
+§A3e—zkdcosﬁ/ e—zkx’sm9cos¢coskx/d:€/+
1

+l .
otk SN0 Cos @ oo o d!

+§A4e+ikd cosf /
1

. . . . . . +o.
N9, ¢)=2 <A16+zkdsm931n¢ 4 Aye—tkdsinfsin qS) / o—ikz"cos bz'da 't
—1

13 <A36—ikd cos | 4, tikdcos 9) /+l o —ikzsinf cos ¢

-1

coskx'dx’
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Poiché, per un’antenna a mezz’onda, risulta:

™
o, 9 COS (— cos 9)
/ o—thzcosO o op 1y 2 .22
_ k sin® 0

+1 cos (Ws' f cos ¢
. ;. 2 — S1n )

/ o tkr sinfcos @ o pt g = 2 2. 5

_1 E 1 —sin®0cos? ¢

possiamo scrivere:

9 COS (g oS 9)
k sinZ 6
9 COS (g sin 6 cos ¢>

~ —ikd cosf +ikdcos @
T (ABe +Ase ) kE 1 —sin2 6 cos? o

N0, ¢) =2 ( AjeTikdsinOsing 4 —ikdsinfsin ¢> N

Poiché:
{fE:/e\,nsinQ(:osqS+€9(:os€cos¢—€¢sin¢>
Z=¢,cosf —eysinf
si ha:
s
oo . oo . cos | —cosf
]\7(9,@ —&, | coso <Ale+2kds1n951n¢) +A26—2kdsm95mq§> EM_F
k sin“ 0
™ .
. . 9 COS (— sin  cos qS)
Lsing A —zkdcosO+A +ikdcos 0\ # 2 +
S COS¢( 3¢ 4 ) k1 —sin®6cos? ¢

T
oo . o . cos | —cosf
+&y | —sind (Ale—desmOsqu+A26—zkdsm951n¢>% <.229 >+
sin

i
) ) cos | — sinf cos d)) i
—ikd cosf +tkd cos 6 E ( 2
+ cos 0 cos ¢ (Age + Age ) Ry — 5 +

—tkd cos 0 +ikdcos 0\ 2 cos (g sin  cos QS) ]
—sing (Age + Ase ) k1 —sin2 0 cos? )

+ey

Il vettore di Poynting (far field), mediato in un periodo, é:

a1 kO’ 2 2\ ~
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Ponendo A; = Ay = A3 = A4 = 1, si ha:

T
o e o —cos
N, :l —sind (e+ikd81n931n¢ n o—tkdsin 6 sin ¢> 2(:08 (2 €08 )+

k sin? 6

+ cos cos ¢

T .
<6—ikd cos 0 i o tikdcos 9) 2 cos (5 sin.f cos ¢)
k 1 —sin?6cos? ¢

. 0 . oy 2 €08 (E sin@cos¢>
Ny= | —sing (e—zkd cost o tikdcos ) 2 2

k 1—sin%6cos? ¢

T
9 COS (5 cosH)
Ny =| — 2 cos (kdsin 0 sin ¢) E—_i_

sin 6
9 COS (g sin ) cos ¢> i

+2cos€cos¢cos(kdcos€)z T —y
— sin® f cos

9 COS (ﬁ sin ) cos ¢> i
Ny = | —2sin¢cos (kdcosf) - 2

k 1 —sin%6cos? ¢
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08-2) Esercizio n. 2 del 31/1/2008

Con riferimento al problema precedente graficare il diagramma di radiazione nei piani

6 =90"e ¢ =0 Siad=\.

Per d = ) risulta kd = 2m. Pertanto si ha:

9 COS (z cos 0)
Ny =| — 2 cos (27 sin 0 sin ¢) E2—9+
sin

T -
9 COS (5 sin 6 cos ¢)
+20050005¢cos(27r(:050)E T —y
— sin” € cos

T . 1
9 COS (5 sin 0 cos ¢)
Nd’: —2Sin¢cos(2ﬂ-0080)E 1—sin29C052¢s

Ponendo 0 = 7/2 si ha:

Ny :l - % cos (27 sin @) ]

k sin ¢

N[4(2¢>]

o L (kN (e 2\

2

7
1 B\ 2 A 2 4 COS (5 oS d))
—_— Z R — —_— 2 1 _— AT =
5 <47rr> ‘ kcos( wsing)| + p o~ e
2
1 1\2 ' , |cos (g coS d)) R
:§Z <;> |cos (27 sin @) |” + B er
Grafichiamo il fattore di forma:
2
, | cos (g cos qS)
F(¢) = 27 si —_—e 7
(¢) = |lcos (2msin @)|” + S0 g
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90°

___________

2700

11 valore minimo del fattore di forma si ha per ¢ ~ 149.478 e vale 0.039777.
Ponendo ¢ = 0 si ha:

4 €08 (E sin 9)
+ cos (27 cos ) — 2/

k sin @

coS E(:089
N9[4<2) k cos

Ny =0

o L (kN 2\ -
6 =57 (1) (N6l +1NP%) 2 =

T T
2 cos | — cos @ cos (= sinf )72

2 Tr sin 0 cosf
Grafichiamo il fattore di forma:

cos (E cos 9)
2 _ /4 cos(2m cos 0)

sin 0 cosf

cos (g sin 9) ] 2

F(9) = [—
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08-3) Esercizio n. 3 del 31/1/2008

Il vettore induzione magnetica di un’onda elettromagnetica piana uniforme viaggiante
nel libero spazio é dato dalla seguente espressione:

B(r,t) = (10752 + 210755 + Bo,2)e i@t +32 =y —=2)  (pp/2)

Determinare:

a) la direzione di propagazione 75, la lunghezza d’onda A e la frequenza angolare w;
b) la componente By.,;

c) il vettore campo elettrico E associato a B;
d) il vettore di Poynting S.

In forma compatta ’espressione del vettore induzione magnetica si scrive:
B(r,t) = B‘Oe—i(wt — kgx — kyy — k,2) (Wb/m?)
essendo:
Boz = 107% (Wb/m?), By, =2-10"°% (Wb/m?), Bo, = Bo, (Wb/m?)
Ne segue che:

ko = =3 (m™"), ky=+1(m™"), ks =+1 (m™")

k= k2 +k2+k2=Vo+1+1=+11 (m™})

Pertanto:
~ k —3T+y+2 o 2m
a)k=—=—-—""— A= — = —— =1.8945 (m
) k V11 k V11 (m)

w=ck=3-10%-v11 = 9.9499 - 10® (rad/s)

~ = 0B, 0B, 0B
b) V-B=—2" Y =0 ky By + thky By + ik, By, =
)V 8a:+8y+8z =1 +1ky By + ik, By

—i(=3-1075 421075 + By,)e iWt +3z—y—2) _
ossia (—3-107%+2-107% + By,) = 0 = By, = 10~¢ (Weber/m?)
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c¢) Dalla formula relativa alle onde piane si ha:

.k
B==1
w

/];XE_::\/E()/LO/];XE_;:

Ricordando che:

risulta: .
kxB=—F
c
ossia: . .
E()——CkXB()
xz M Z r Yy oz
A R A O P S R U Sy e
— - . — — frd —X —(Z
0 v V1 V11 Y
Boz:  Boy Bo: 1 2 1
Ne segue:
Fo= -2 1% aiugotn (v/m)
= — - -7z m
0 1 Y
Quindi:
S 3-102 (ot + 37 — 1y —
E= Fodg+73) e Wt 3T —y—2) (yy,
S (=474 72) (V/m)
— 1 — —
d) S=—R(E) x R(B)
Ho
essendo:

= 3-107* 3-107*
Ey x By = 1 -4 7= —18% + 6y + 62
1 2 +1
- 3-108
g =

(=18 + 67 + 62) cos®(wt — k - 7)  (W/m?)
4m/11

18-10° (=32 +y+72 o
EEHTH2) ot~ K- (Wm?)
dm V11

S = 1432.4/]<\JCOS2(wt — k-7 (W/m?)
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08-4) Esercizio n. 4 del 31/1/2008

Un’onda elettromagnetica piana circolarmente polarizzata, viaggiante in aria, incide
su un mezzo dielettrico (¢, = 5) con un angolo di incidenza pari all’angolo di Brewster.
Calcolare ’angolo di trasmissione, il coefficiente di riflessione e quello di trasmissione,
descrivendo lo stato di polarizzazione dell’onda riflessa e dell’onda trasmessa.

L’angolo di Brewster competente ai due mezzi é dato da:

fp = arctan (—'Erg> = arctan(v/5) = 65°.905

€ry
L’angolo di trasmissione é dato da:

6’)"1 .
sinfp

sin 92 =
€ry

. 1.
fs = arcsin (ﬁ sin 93> = 24°.095

a) Riflessione

Poiché ’onda incide sull’interfaccia con angolo di incidenza pari all’angolo di Brewster,
la componente parallela del campo elettrico riflesso é nulla. L’onda riflessa, pertanto,
risulta linearmente polarizzata nella direzione ortogonale al piano di incidenza. Il suo
coefficiente di riflessione é:

2

\/€r, cOsfp — \/e,ﬂ2 — €, sin’fp
/€, cosfp + \/e,ﬂ2 — €, sin’fp

2
cosfp — /5 —sin®0p 0.40825 — /5 — 0.83333 |
c0s0p + /5 — sin2 05 0.40825 + /5 — 0.83333|

~1.633 |
— 0.44444 = 44.444
2.4495 A%

R =

a) Trasmissione
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4, /€, \/e,ﬂ2 — ¢, sin?fp cosfp

B
Ti ) = 2 =
\/€r, cOsbp + \/e,,2 — €, sin? fg

45 —sin?fpcosfp 45— 083333040825
o505+ /5 —sin’0n 93‘2 10.40825 + /5 — 0.83333|
3.3333

:m = 0.55555 = 55.555%

risultato conforme alla relazione T, =1 — R .

" =1

L’onda trasmessa é polarizzata ellitticamente.
11 coefficiente di trasmissione totale é dato dalla formula:

T =T, cos? o; + T sin® o

Poiché 'onda incidente é polarizzata circolarmente «; varia da zero a 27 in un periodo;
quindi, per dar senso al coefficiente di trasmissione descritto dalla formula precedente (che
rappresenta un coefficiente istantaneo) bisogna fare la media in un periodo. Ne segue che:

1 1 1 1
(T) = 5T” -+ 5TL =3 + 50.55555 = 0.77777 = 77.77T%
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08-5) Esercizio n. 1 del 28/2/2008

Sia dato un sistema di antenne a mezz’onda uniformemente alimentate e con le correnti
in fase fra di loro. Esse sono posizionate come in figura. Determinare le espressioni del
vettore di radiazione far field e del vettore di Poynting irradiati. (Suggerimento: la corrente
su ciascuna antenna si pué scrivere come I = Iy cos k(z—z,) e fare variare z di conseguenza).

z

z1
d

Y
d
22
T 2

Indichiamo con z; e con z9 le distanze dall’origine sull’asse z dei centri delle due
antenne 1 e 2.
Le densita di correnti sull’antenna 1 e sull’antenna 2 rispettivamente sono:
JO = 24,6(x)8(y) cosk(z — 1) 21— 1< z2< 2 +1
J®) = 54,6(2)8(y) cos k(z — 22) 29— 1 <z < 29 +1
Quindi la densita di corrente risultante nel sistema di antenne é la somma delle due:
J =2A16(2)6(y) cosk(z — z1) + ZA26(x)0(y) cos k(z — 22)
1l vettore di radiazione (far field) N (6, ¢) é:

]\7(97 (ZS) :/ e—ik/e\,« . F/j(,r—,»/)d?)rl
%

Ora:
e, = Tsinfcos ¢ + ysinfsin ¢ + Zcos
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e 7 =x'sinfcos¢p+ vy’ sinfsing + 2’ cosh

Ne segue:

N(Q,(b):/e_ik (x’sichosdH—y’sin95inq§+z'cosQ)/Z\Alé(x/)(s(y/) cos k(2 'z )da 'dy 'dz '+
v

+/ L (x'sichosq5+y’sinQSin¢+z’cosQ)gAz(S(x/)(s(y/)Cosk(zl_zz)dx/dy/dzx
v

ossia:
Z1 +l

S
o tkz Cosgcosk(z’ ~z)dz'+

N, $) =544 /

Zl—l

Z2+l . !

+2A2/ e~ tkz cost k(z" — 29)d2’
2’2—l

Zl+l . /
Valutiamo, ora/ e~ tkz cosf oo k(z'—z1)dz'. Poniamo z'—2; = u = dz’ = du.
Zl—l

Per 2’ =214+l =—= u=1. Per 2’ =2, — | = u = —I. Si ha, quindi:

z1+l - / . +l .
/ e~ thz cost k(z' = z1)dz" = g~tk21 c0s6 / e~ c0s 0 cos fudu
2 -1

1—1

Poiché, per un’antenna a mezz’onda, risulta:

T
o, 9 COS (— oS 9)
/ e—zkz Cosgcoskz’dz’:— .22
1 k sin” 6

possiamo scrivere:

T
. . . 9 COS (— cos 9)
N@b,d)=7% (Ale—zkzl cos 6 i Aze—zsz cos 9) - .2 >
sin
Poiché:
Z=-¢e,cos0 —epsinf

si ha:

_ T
. . . 9 €OS |  cO8 0
N8, ) =&, | cosf (Ale—zkzl cos 6 n Aze—lkZQ cos 9) - 5512 ; )

T
[ . . cos (— cos 9)
+ey| —sing (Ale—zkzl cosf i Aze—zsz oS 9) 2 .2 ~
k sin® 6

+
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Ponendo A; = As =1 nonché zy =d+1e zo = —(d +1) si ha:

. i ) ) 9 €0s ( = cos B
N(0,¢) =e, | cost (e‘lk(d +1)cost | +ik(d+1) cos 9) Z <'22 ) 4
k sin® 0
T
_ . ) cos [ — cosf
1&y| —sind (e—zk(d+ [) cos @ n o tik(d + 1) cos 9) 2#
k sin” 0

9 COS (g oS 9) ]

N, :lcos@ {2 cos[k(d +1) cos 0]} T 20
sin

9 COS (g oS 9) ]

Ny :[ — 2cos[k(d+1) cos Q]E g7
in

11 vettore di Poynting (far field), mediato in un periodo, é:

oL, (F N (w2 2\ -
6 =37 (1) (1Nl + vol?)
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08-6) Esercizio n. 2 del 28/2/2008

Con riferimento al problema precedente graficare il diagramma di radiazione. Si as-
A

suma d = —.
2

Si ha:

d+1=12+

Do | >

3
PN — k(dtl) =2
1 = k(d+1) 27r

La componente del vettore di radiazione Ny é, allora:

k sin 0

v
3 9 COS (5 oS 9)
Ny =| — 2cos <§7r0059> - 7
I1 vettore di Poynting (far field), mediato in un periodo, é:

7r 2
. 1 1\2 cos | — cos @
(SY=-7 <—> — cos (gﬂcosﬂ) M er

sin

Grafichiamo il fattore di forma:

2
cos (z cos 0)
_\2 ]

sin 0

F(0) = |—cos <g7rcos 9>
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08-7) Esercizio n. 3 del 28/2/2008

Un recipiente pieno d’acqua é ricoperto da uno strato d’olio spesso 1 ¢m. Sopra 'olio
vi é ’aria. Un’onda elettromagnetica di frequenza v =1 M H z, viaggiante in aria, incide
sulla superficie dell’olio nella direzione della normale. Calcolare il coefficiente di riflessione.
Calcolare, altresi, il minimo spessore dell’olio affinché il coefficiente di riflessione sia minimo
e quello per cui sia massimo. L’indice di rifrazione dell’acqua é ng,0 = 9 e quello dell’olio
é Nolio = 1.48. Si consideri lo strato d’acqua infinitamente esteso.

Il coefficiente di riflessione dello strato dielettrico (olio) é:

R |E1)? _ (riz + 7"23)2 — 4719793 8in? Bad
|E0|2 (1 + 7'127"23)2 — 47"127"23 sin2 Bzd
essendo:
- pok1 — pra ko e pska — pioks
12=—"""— 2= —"F"""7—
paky + pke pska + poks
Posto: w w
p=pz=p=po ¢ ki=—e=—m (1=1,23)
si ha: 1 — 1.48
niy — nNo — 1.
— = = —0.19355
2= fna 1+1.48
No — N3 1.48 -9
= = = —0.71756
23 N9 + N3 1.48 +9
D’altra parte:
27 - 108
sin? (B2d) — sin? (%n2d> = sin? ( 37r 08 1.48 - 10_2> =

=sin® (3.0997 - 107*) = 9.6081 - 10~®
Conseguentemente:

_ (—0.19355 — 0.71756)% — 4 - 0.19355 - 0.71756 - 9.6081 - 10~8 B
(14 0.19355 - 0.71756)2 — 4 - 0.19355 - 0.71756 - 9.6081 - 10—8
~ 0.83012 — 5.3376 - 1078 ~ 08312

©1.2971 —5.3376-10—8  1.2071

0.64081

Poiché ny < ng, la riflettivita é massima per:
0 .
nod = mz con m pari
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La minima distanza si ha, quindi, per m = 2:

Ao 3-10% 1

d — —
R Mo 106 2-1.48

mazx

=101.35 m
Poiché ny < ng, la riflettivita é minima per:
A .
nod = mzo con m dispari

La minima distanza si ha, quindi, per m = 1:

Ao 3-10% 1
dR .= =
e Ang 106 4-1.48

= 50.675 m
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08-8) Esercizio n. 4 del 28/2/2008

Alla lunghezza d’onda A\g = 589.3 nm gli indici di rifrazione del sodio solido sono
n,. = 0.04 e n; = 2.4. Calcolare il coefficiente di riflessione della luce per incidenza

normale.

L’indice di rifrazione del sodio solido é:

— [ A— >
n =4\/€, =Ny +1N;

Il coefficiente di riflessione per incidenza normale é:

2

R vV €ry — vV €ry 2 1- (nv“ + an)

—NO = = =

(0=0%—1 [€ri + /€y 1+ (n, +in;)
1 (0.04+42.4) |2 1096 —i2.4|"
T 1+ (0.04+42.4)|  |1.04+i2.4

~(0.96 — 2.4\ [0.96 + 2.4 (0.96)2 + (2.4)2
- 1.04 — 2.4

1.04 + 2.4 ~ (1.04)% + (2.4)?
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08-9) Esercizio n. 1 del 9 Maggio 2008
Sia dato un sistema di antenne a mezz’onda uniformemente alimentate e con le correnti

in fase fra di loro. Esse sono posizionate come in figura. Determinare 1’espressione del
vettore di Poynting irradiato.

R

Yy
dJ d
zZ2
T 2

Indichiamo con z; e con 25 le distanze dall’origine sull’asse z dei centri delle due
antenne 1 e 2.

Le densita di correnti sull’antenna 1, sull’antenna 2, sull’antenna 3 e sull’antenna 4
rispettivamente sono:

(T = ZA16(x)d(y) cosk(z — z1) z1—1<2< 21 +1
J®) = 24,8(2)8(y) cos k(z — 22) zo—1<z2<z+1

JB) = FA30(y — d)é(2) cos kx -1 <z <+l

| JW = ZA46(y — 2d)6(2) cos kx: -1 <z <+l

Quindi la densita di corrente risultante nel sistema di antenne é la somma delle quattro:

=

J =ZA16(x)0(y) cosk(z — z1) + ZA20(x)d(y) cos k(z — 2z2)+
+7A30(y — d)6(z) coskx + TAL0(y — 2d)d(2) cos kx

1l vettore di radiazione (far field) N (6, ¢) é:

]\7(97 ¢) :/ e—ik/e\,« . F/j(,r—,»/)d?)rl
\4
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Ora
e =T sinfcos ¢+ ysinfsinp + zZ cos
Quindi:
e 7 =x'sinfcos¢p+ vy’ sinfsing + 2z’ cosh
Ne segue:

N(Q,(b):/e_ik (:::’sichosd)-l-y'si1r19sinq3+z'cos@)/z\Alé(aC/)(S(y/)COSk(z/_Zl)dagldy/dzxjL

1%

+/e_ik(“T/Singcosqs_i'ylsmgsmd)_"ZICOSQ)EAZ(S(x’)(S(y’)cosk(z’—zz)dx’dy’dz’+
v

+/ e_ik(“T/Singcosqs_"ylsmgsm¢+Z/COSQ)EEAgé(y'—d)é(z’)coskx’dx’dy’dz’+
v

+/ ik (:E'sinﬁcosq5+y’sinﬁsin¢+z’c059)§A45(y/ —2d)8(2") cos ka'da ' dy =’
v

ossia:
. z1+l . 0
N(0, ) :EAl/ e WE COSV cos k(2! — 21)dz'+
Zl—l
#H k2’ cost
+EA2/ e NZ COSV cos k(2! — 20)dz’+
2‘2—l
+i . ! . .
+EEA3/ e—zk(x sin f cos ¢ + d sin 6 sin ¢) cos k' dr '+
—1
+l - ! . . .
+5§A4/ otk (z"sin 0 cos ¢ + 2dsin0sind) .o 1.0’ g’
—1
= Zl"l_l .k / 9
N(8, ) ZEAI/ e N COST eos k(2! — 21)dz "+
Zl—l
Z2+l .k ! 9
-I-EAQ/ e hE COSY eos k(2! — zp)dz'+
ZQ—Z
e o,
+§A3e—2kdsm951n¢/ e~ IkT SO oS o pt g
-1
e o,
+§A4e—22kdsmﬁsm¢/ e—zkx Slnecos¢coskx’dx’
-1
N(Qv ):
Zl+l . / 22+l . /
=7 (Al/ ¢~ ikz Cosgcosk(z'—zl)dz'+A2/ L Cosgcosk(z'—zz)dz'>+
z1—1 2o —1

+I . .
o—ikz " sinf cos ¢

i % ( Age—ikdsinfsing | A4e—2ikdsin93inq§) / cos k' da!

-1
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Valutiamo, ora / e

Zl—l

Per 2z’ =21+l = u=1. Per 2’ = 2 — | = u = —I. Si ha, quindi:

' +o
1 _ o—tkz1cost / o tkucost . o p. 1
—

Zl+l . /
/ e~ thz o8 oo k(z' —21)dz" =

-1
Poiché, per un’antenna a mezz’onda, risulta:
1 T )
+ o 9 COS (— oS )
/ o~ tkz Cosecoskz’dz’:— '22
1 k sin” 6
! (W in 6 ¢>
+ I cos | — sin f cos
/ —tkz " sinfcos @ o ol dp! = 2 2. 5

E 1 —sin®fcos? ¢

e
-1

possiamo scrivere:

N(, )=
T

i ) 9 COS | ~ cO8 0

> (Ale—zkzl cos n A26—2kzz cos 9) - Eiiz ; ) }

9 COS (g sin 6 cos d))

k 1—sin?0cos? ¢

1 (AgemhdsinOsing | g, o= 2ikdsinfsin )

Poiché: R - ~ .
Z =e,sinf cos ¢ + eg cosf cos p — ey sin ¢

{E:é}cosﬁ—é\gsinﬁ
si ha:
T
m 9)
2(:05 (2 cos

]\7(9, ) =6, [cos 0 (Ale—ikzl cos 6 n Aze—ikZQ cos 9) - ey n

Zl+l . !
—ikz" 08 oo k(z'—z)dz'. Poniamo z'—2; = u = dz' = du

9 COS (g sin 6 cos d))

+sinf cos ¢ <A36—ikd sinfsing | 4 ,—2ikdsinfsin qS)

9 COS (g cos 9)
— +

k 1—sin?0cos?¢

+

~ | —1kz1 cosf —1kzy cos O
+ep sin 6 (Ale + Age ) k 0
m . -
o . . . 9 COS (— sin 6 cos qS)
4 cosd A —2kds1n95mq§+A —2ikdsinfsin ¢\ # 2
cos 0 cos ¢ ( 3€ 4€ ) F 1 sim?0cos?
7
. . o . cos | — sinf cos qS)’
| _ o —tkd sin 0 sin ¢ —2ikdsinfsin ¢\ 2 (2
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Il vettore di Poynting (far field), mediato in un periodo, é:
21 ko’ 2 2

=z (- (N N )A,,

61 =37 (1) (1Nl +18P%)

Ponendo A1 = Ay = A3 = A4, =1, si ha:

T
. . cos | — cos 9)
N, :l —sing (e—zkzl cos 6 I o—tkz2 cos 9) 2 (2 4

k sin® 6

T
o . g ) cos | — sinf cos d))

—ikd sin 0 sin ¢ —2ikdsinfsin ¢\ 2 (2
+cos€cos¢<e +e )k T sinZ0cos?

7r .
Ny = | —sing (e—ikd sinfsing | ,—2ikdsin 6 sin Qg) 2 Ccos (5 sin f cos ¢)
' k 1 —sin®0cos? ¢

Posto z; =d+1 e zo0 = —(d +1) si ha:

T
9 COS (5 cos@)
Ny =| — 2cos[k(d+1) cosb)] E—+

sin 0

™
g . g ) cos | — sinf cos d))
—tkdsin 0 sin ¢ —2ikdsinfsin ¢\ 2 (2
+cos ! + -
cos f cos ¢ (e e ) F 1 sin?0cos?

T .
Ng = | —sing (e_ikd sinfsing | —2ikdsin 6 sin qS) 2008 (5 sin 0 cos d))
' k 1—sin?0cos? ¢
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08-10) Esercizio n. 2 del 9 Maggio 2008

Con riferimento al problema precedente graficare il diagramma di radiazione nel piano

¢ =90°. Si assuma d = =.

2
Per ¢ = 90" si ha:
9 COS (g cos 9)
Ng(p=900) = | — 2cos [k(d + 1) cos 0] Iy R
_ —ikdsin® | —2ikdsinf) 2
No (p=g00) = [— (6 +e ) E]
Si ha: , L ;
T
kd =m e k(d+l)—7<§+z>—§7r
Ne segue:

coS (g cos 0)

4
No(p=900) = — z [cos (gw oS 9)

2 (e—iﬂ' sin 6 n o 21T sinﬁ)

N (p=900) =~ L

2
==z {cos(msin @) 4 cos(27sin ) — i [sin(7 sin §) + sin(27 sin 6)]}

Quindi:
) 16 3 cos (g cos 9) 2
|N9|(¢:900) :ﬁ COS (571' COS 9) T
2 . 4 . . 2 . . . . 2 -
|N¢|(¢:900) =12 {[COS(T( sinf) + cos(2msin #)]” + [sin(7sin @) + sin (27 sin )] } =

4
=73 {[2 + 2 cos(msin ) cos(2msin @) + 2 sin(wsin ) sin(27 sin )]} =
:% 1+ cos(msin 6)]
In definitiva:

- 1 k2 2 2 ~
<S>(</>:900) :5Z <4—W> (|N9|(¢:900) + |N¢>|(¢:900)> er =

T
cos | —cos@
cos (gﬂ'COS 9> M

sin 0

2
+ [1 4 cos(msin )] | e,
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——————— S.Barbarino - Fsercizi svolti di Campi Elettromagnetici ————————

Grafichiamo il fattore di forma:

90°

[ ISR ——

Lmmmmmeeeem

deceem==""

Er

'
]
[l
'
'
[}
[}
[}
'
)

900) =

F(0)

180°
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08-11) Esercizio n. 3 del 9 Maggio 2008

Una pulsar é una stella di neutroni molto densa, in rapida rotazione. Essa trasmette
impulsi a larga banda che sono pit intensi nella banda di frequenze comprese fra 100 M H z
e 500 M Hz. 1l mezzo interstellare ha una densitd elettronica media di N = 3-10* m=3.
Se la differenza nel tempo di arrivo sulla Terra di due impulsi di frequenza f; = 400 M Hz
e fo =300 MHz é At = 1.13 s, calcolare la distanza della pulsar dalla Terra. Esprimere
tale distanza in anni luce.

(vedi es. n.4 del 25/2/2005)

Il tempo impiegato da un impulso a raggiungere la Terra é:

L
t=—
Vg

essendo L la distanza percorsa e v, la velocitd di gruppo nel mezzo dispersivo data da:

_dw
e

2
W
B="=\1-2
& w

essendo w,, la frequenza angolare di plasma e w la frequenza angolare centrale dell’impulso.
Si ha, nel nostro caso:

Vg

Si ha, nell’ipotesi che w.ss = 0:

e Ne? 3-10%-(1.6-10719)2

= ~ 9.5215-107 (rad/s)?
P com  8.854-10-12.9.11-1031 (rad/s)

Poiché 8 é una funzione sempre crescente all’aumentare di w, la velocita di gruppo si

pud scrivere:
A
vg= | —
9 dw

W; 2 2

2 w (2_3> 1 — ﬁ + ﬁ

g 1 W W 1 w2 w2
dw ¢ w ) /1 wz c wz
w? w?
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Si ha:
L L
tl = — e t2 = —
Vg, Vg,
Ne segue:
1 1
At:tl—t2:L<———>
Vg, Vg,

Sempre nell’ipotesi che w? >> wg, si pud scrivere:

1 1( 1w§)
_— Y — ]_+——2
Vg c 2w

Ne segue:
2 2 2
At—L lwy, 1w,) Lw, (1 1
e \2w? 2wl c8m2 \ f2 f2
Quindi:
11 11
At =4.02-103L(— — — | =4.02-107°L | — — - | =
(7 %) ThE
=4.02-107"L - (—0.048611) = —1.9542 - 10~ 2°L
da cui: At 113
L= = : — 5.7824 -10"°
1.9542-10-20  1.9542-10—20 o
Un anno luce = 3 - 10% - 365 - 24 - 3600 = 9.4608 - 10'°> m
Ne segue:

1019
= M ~ 6112 anni luce
9.4608 - 101

Cosl gli impulsi ricevuti oggi sono stati trasmessi dalla stella pulsar circa sei millenni
fa.
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08-12) Esercizio n. 4 del 9 Maggio 2008

Un’onda elettromagnetica piana linearmente polarizzata, viaggiante in acqua, con il
vettore campo elettrico ortogonale al piano di incidenza, incide sull’interfaccia acqua-aria
con un angolo di incidenza di 45°. Calcolare I’ampiezza del campo elettrico in aria: a)
sull’interfaccia e b) ad una distanza A/4 dalla superficie. L’ampiezza del campo elettrico
incidente é Ey = 1 V/m. Si assuma che i parametri costitutivi dell’acqua siano: €, = 81,
wr=1e o0 =0.

(vedi es. n.2 del 21/7/2000)

L’angolo di incidenza sull’interfaccia acqua-aria é 6, = 45°. L’angolo limite compe-
tente alla superficie di separazione acqua-aria é:

. no
f; = arcsin | — ny > no
ni

dove ny é I'indice di rifrazione dell’acqua e nsy l'indice di rifrazione dell’aria.
Nel nostro caso ny =9 e ny = 1, quindi:

1
0; = arcsin <§> = 6".3794

L’espressione del campo evanescente trasmesso in aria é:
By = Byero Hiazemiwlt (< 0) (8 > 01)

[’ampiezza del campo trasmesso (evanescente) é, quindi Ezeﬁlx essendo:

.92 62 27[- .2 6712 27[- 1 1
— 9 _— = — r r 9 _—— = —9 —_— — =
b1 =w\/€1ji14 [sin” Oy - )\./el,uﬂlsm 0 ‘. 3 \/2 a1
2T 79 2T
=—9\/ — = 6.2849—
A 162 A

Nel caso di campo elettrico ortogonale al piano di incidenza si ha:

- 2, /€, cost - 2 =
Ey = 0 Ey = V2 Ey =
Ver, 00890-}-\/67-2 — €py sin? Ay 45241 g_g

2 2

9v/2 -
S S 5
4.5-/2+1i6
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Il modulo di B, é:

\/ 92 92 162
Fy =

: Ey= ] —2% _E,=1.4552E
45-V2+i6 4.5-v/2—i6 ° 40.5 + 36" 0

Il modulo del campo trasmesso é, quindi:
Bz 2T
FE; = 1.4552E5e”1" = 1.4552F exp 6.284971’ (x <0)

Per o = 0 = F; = 1.4552E, = 1.4552 V/m
Per 1 = —A\/4 = E, = 1.4552E exp (—6.2849%) — 1.4552 - 5.1584 - 10~° =
7.5065 - 1075 V/m = 75.065 uV/m

Il suddetto risultato conferma che 1I’onda superficiale si estende nel secondo
mezzo per circa una lunghezze d’onda.
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08-13) Esercizio n. 1 del 27 Giugno 2008

Sia dato un sistema di antenne a mezz’onda uniformemente alimentate e con le correnti
in fase fra di loro. Esse sono posizionate come in figura. Determinare 1’espressione del
vettore di Poynting irradiato.

Indichiamo con y; la distanza dall’origine sull’asse y del centro dell’ antenna 2.
Le densita di correnti sull’antenna 1, sull’antenna 2 e sull’antenna 3 rispettivamente
SONo:

JO) = ZA,6(x)6(y) cos k() — 1 <2<+
J@ = 5A56(x)8(2) cos k(y + y1) —yp—1<y< -y +1
J® = ZA36(y — d)d(2) cos kx — 1<z <+l

Quindi la densita di corrente risultante nel sistema di antenne é la somma, delle tre:
J =2A16(2)d(y) cos kz + JA28(x)6(2) cos k(y + y1) + TA3d(y — d)6(2) cos kx

1l vettore di radiazione (far field) N (6, ¢) é:

]\7(97 ¢) :/ e—ik/e\,« . F/j(,r—,»/)d?)rl
%

Ora:

e, = Tsinfcos ¢+ ysinfsin ¢ + 2z cos

Quindi:

e, 7 =x'sinfcosp+ 1y’ sinfsing + 2’ cosh
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Ne segue:

N, ¢):/e—ik (:E’sichosq3+y’sianindH—z’cosQ)gAl(S(x/)(;(y/) cos kz'da 'dy 'dz '+
v

+/e—ik (x’sin9c05q5+y’sin951n¢+z'cos9)§A25(x/)5(zl)cosk(y/+yl)dl,/dy/dzl+
v

-}-/e_ik(x/Singcosqs—i_y/SiHQSin¢+ZICOSQ)./T\A;),(S(y/—d)(S(Z/)COSka:/dajldy/dz/
1%

ossia:

_y1+l . ] . .
‘H//\Az/ e—zky Smgsmd)cosk(y' +yn)dy '+

—H’EA?,/ otk (2 sin 0 cos ¢ + d sin O sin ¢) cos bz dr’

N +l g 0
N(0, o) :EAl/ e thE COSY coskz'dzy '+
1

—y1+l . 7 . .
+/y\A2/ o tky Sln981n¢cosk(y’+y1)dy’+
_yl_l

+§A36—ikdsinﬁsin¢ /H o ikr SN0 cos ¢ oot g
—

—y1+1 k /. 0 .
Valutiamo, ora / e~ thy sintsing ;o k(y' + y1)dy'. Poniamo y' +y; = u =
_yl_l
dy' =du. Pery' = —y1 +1 = u=1. Per y' = —y; — = u = —I. Si ha, quindi:

—y1+l . . . . . +1 . . .
/ e—zky’stsmd)COS k(y'+y1)dy' = etikyL stsmd)/ e thusingsing .o p., 0,
_yl_l =l

Si ha:
Y- e, =cosy =sinfsin¢

essendo y 'angolo formato fra 1’asse y e la direzione del vettore posizione é,..
Per un’antenna a mezz’onda risulta, quindi:

T
+ ., 9 COS (— oS 9)
/ p—thzcost o op 10,0 2 2

1 k sin? 0
+1 o sin 0 s 9 COS (E sianinqS)
/ e thusingsing . op, . 2 2. s
_ k1 —sin®@sin® ¢
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" = sin cos
0 9 COS <—sm cos )
/ o thr SO cosd ooyl gy! = 2 2. -

_ k1 —sin®6cos? ¢

Pertanto:
(5 050) (3 sindsine)
— in 0 sin
(9 )= 2605 (5 0% + JAge +ikd sin @ sin ¢ 2 cos g mus
k‘ sin® @ k 1 —sin%6@sin? ¢
Risidd
17 Ase —ikdsin @ sin ¢ 2 cos (2 sin.f cos ¢
k 1—sin%?60cos? ¢
Poiché:
T =e,sinf cos ¢ + egcosf cosd — ey sin ¢
Yy =€, sinfsin¢ + eg cos O sin ¢ + ey cos ¢
Z=-¢e,cos0 —epsinf
si ha:
T
. 9 COS (5 coS 9)
N(0, ¢) =e, A ———=2— "+
(6,9) =& | cos 'k sin”
T . 0'si q5
9 €OS (— sin @ sin )
4 sinOsin ¢e+2kdsm951n d)A 2

’k 1 —sin2fsin? ¢

2kdsm931n¢2 cos <2 sin 0 cos ¢> ]

+sinf cos pAs
in PpAsze E 1 —sin2 0 cos? ¢

T
9 COS (5 cos 9)
e | —sinpA, -2/
+eg sinfA, p —y n
T
- 0 )
+ cos 0 sin ¢6+2kd sin 0 sin ¢A 2 €08 <2 sin  sin ¢

°k 1 — sin? 0 sin? b

¢2cos (2 s1n9(:os¢>]
+

+cosfcos pA o—tkdsin fsin
PAs k 1—sin2fcos?o

7.[- .

9 COS (— sin 0 cos q5>
+e4 | —sinpAse —ikdsin 0 sin ¢ 2 5 |
U ¢ k 1—sin?fcos? ¢

T )
+ cos ¢e+lkd81n951n d)A 9 COS (5 sin @ sin q§>
°k 1 —sin2fsin b
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Il vettore di Poynting (far field), mediato in un periodo, é:

6 =37 (4 )2(|N9|2+|N¢|2) 2.

dmr

Ponendo A1 = Ay = A3 = A4, =1, si ha:

™
il 9>
) COS (2 COS

N9:[—Sin9— +

k sin® 0

T .
tikdsinfsing2 (5 sinfsin ¢>
k1 —sin?6sin? ¢

™ .
—ikdsinfsing2 (5 sin fcos ¢> ]

~+ cos 6 sin ¢e

+ cos 0 cos ¢e
¢ k 1 —sin%6cos? ¢

coS <7T sin 6 cos qS)
— sin

N, =| — sin ge—ikdsinOsing2 "\ 2
¢ k 1 —sin%6cos? ¢

™ . .
tikdsinfsing2 (5 sin f'sin ¢) ]

+ cos ¢e

k 1 —sin?6@sin® ¢

ESCAMOS - 33



08-14) Esercizio n. 2 del 27 Giugno 2008

Con riferimento al problema precedente graficare il diagramma di radiazione nel piano

¢ =90°. Si assuma d = >

(vedi es. n.2 del 22/9/2003)
Per ¢ = 90° si ha:

- s 9 T ) 9
9 COS (— cos ) . 9 COS (—sm )
No(p=900) =| —sinf— 2 + cos gotikdsing= " \2 ")

k sin® 0 E 1—sin%0

No (p=000) = i

_ e—ikdsinezl

Posto kd = m, si ha:

N

™ ™ .
cos (5 cos 9) i sin 0 cos (5 sin 9)
_ T
No=o0) =7 | = sin ¢ e cos
2 s .
No (p=g00) =~ 1€ i

Quindi:
4 cos (ﬁ cos 9) .. cos (ﬁ sin 9)
|N9|2 A 2 +e+z7rsm0 2 )
(¢=90°) L2 sin 6 cos 0
cos (ﬁ cos 0) .. cos (z sin 9)
| 2 4 e imsin 0 2 _
sin 0 cosf
2 2
4 cos (E cos 9) cos (z sin 9)
k2 sin @ cos 6
cos (ﬁ cos 9) cos (E sin 9) L. L.
T 2 2 [e—m sin f 1T sin
sin 0 cosf
4

2
[Nl (gp=000) k2
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In definitiva:

; 1 (k) "
Shiomoon =57 (1) (INolEgmamn + 1Nl gom) & =

4rr

2 sin 0 cosf

T 2 T 2
1 1 \2 cos (— cos 9) cos (— sin 9)
2rr

cos (E cos 9) [ cos (ﬁ sin 9)
+ | = 2 2 [2cos (msinf)] +1 p €,
sin 0 cosf

Grafichiamo il fattore di forma:
4 T -2 T 2
cos (5 cos 0) cos (5 sin 9)
F(0) 4 ::{ _\2 T\
( )(¢_900) sin 0 + cosf +

[ cos (E cos 0) 1 [cos (ﬁ sin 0)
N 2 2 [2cos (msinf)] + 1
sin 0 cosf

180°
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08-15) Esercizio n. 3 del 27 Giugno 2008

Un’onda elettromagnetica piana di frequenza v = 1 GH z, viaggiante in aria, incide
su una superficie conduttrice i cui parametri costitutivi sono:

e =6, 0=0.355/m, p.=1.

Se 'angolo di incidenza é y = 30°, calcolare il coefficiente di riflessione nei due casi:
a) campo elettrico incidente ortogonale al piano di incidenza e b) campo elettrico incidente
parallelo al piano di incidenza.

o
Calcoliamo il rapporto —.
€w

o 0.35 o\ 2
7 - — 1.0486 —> (—) — 1.0996
cw  8.854-10-12-6-27-10 ew

(¢ — B1 cosBy)® + p?

(¢ + B1 cos By)* + p?

Ry=p2 = (g — P sin@otan90)2+p2
= P P (5 By sin B, tan 6)” + p?

R, =p} = (1 >~ p2)

(1~ p2)

O' 2
Calcoliamo i parametri p e ¢ con le formule esatte dato che (—) ~ 1.
€w

1 ) . 2
() = 3 [ﬁg — a2 — f%sin®fy + \/(53 — a2 — ?sin? 90) + 4a§ﬁ§]

p* (0) = % [—53 + a3 + (7 sin® Oy + \/(55 — a2 — B2sin®0p)” + 4&55;]
essendo:
w w | p€p o2 w | pe€p o2
61:2’ Pz=7 2 L+ 1+62w2]’ 2= 2 1+62w2_1]
ossia:

Bi=2 By=2V32449= Y7105, an = 230449 = 21.1606
C C C C

c
Ne segue:
2 1an0y _ LW’ 2
q“(30°) =52 7.3468 — 1.347 — 0.25 + 1/ (7.3468 — 1.347 — 0.25)" + 4 - 1.347 - 7.3468| =
c

1 w2 2
c2

1
-3 [5.7498 +\/(5.7498)2 + 39.585] - 5“’—214.273
C
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1 2
p2(30°) :5“’—2 [—7.3468 +1.347 4+ 0.25 +\/(7.3468 —1.347 — 0.25)% + 4 - 1.347 - 7.3468 | =
C

L [ 5.7498 + \/(5.7498)2 + 39 585] Ly s
22 ' ' ) 227

2
w? 14.273 w?
(g — Brcosby)? = = <\/ 5 cos(300)> = §3.2595
2
612 — w? [ [14.273 o) w? A
(g + B1cosbp)” = = 5 +cos(307) | = 512.51
2
. 5 w? 14.273 0 0 w?
(g — Brsinbptanty)” = — 5~ sin(307) tan(30”) | = —5.6775
c c
2
, 5 w? 14.273 . ., 0 w?
(¢ + Bisinfptanby)® = — 5+ sin(30°) tan(30°) | = —8.7622
c c

Ne segue:

,  3.2595+ 1.3867
PL = 19514 + 1.3867
5.6775 + 1.3867
8.7622 + 1.3867

R, =

= 0.33424 = 33.424%

Ry = pﬁ = 0.33424 = 0.33424 - 0.69606 = 0.23265 = 23.265%
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08-16) Esercizio n. 4 del 27 Giugno 2008

Un plasma omogeneo indefinito é attraversato da un’onda elettromagnetica piana di
frequenza v = 1 GHz. Il numero di elettroni per unitd di volume é N = 1016 m=3 e il
numero di collisioni per unitd di tempo é vepr = 10% s71.

Calcolare 'indice di rifrazione del plasma, la sua conducibilitd ed il coefficiente di
attenuazione dell’onda elettromagnetica. Nell’ipotesi che il plasma sia senza collisioni,

calcolare il tempo impiegato dall’onda elettromagnetica per attraversare 10 K'm di plasma.

Ng? 106 - (1.6 - 10~19)?

2 19 18 2

= = —3.1738 - 10'° = 31.738 - 10 J

“p €M 8.854-10-12.9.11.-10-31 (rad/s)
w? 31.738 1018

= 0.40197

w2+ wl;y  An? 1078 + 472 - 1018

w2
n=4/1- "L+ =+1-0.40197 = 0.77332

2 2
w —I—cueff
2
eoweffw
— w2+7w2p = €o - 2m-10%-0.40197 (S/m)
eff
w2
e=¢€ |1 - —5—"5— | =€ -n”=0.59802¢
w* + weff _—
o 0.40197 o \2
7 - — 0.67217 <—) — 0.45181
cw  0.59802 — @
W o| €y o2 w /0.59802
e 1 —1| == V1+0.45181 — 1] =
@ c 2 + €2w? ] c\/ 2 [ + ]

—20.24753 = 5.1843 m~!
> 5.1843 m—_

Utilizzando la formula approssimata:

o [o o [pmo  €o-2m-102-0.40197 [po 2w -102-0.40197 5 4433 m-1
o= — — — —_— = = . m
2V € 2n '\ € 2-0.77332 €0 2-¢-0.77332 —_—

oppure quella utilizzata in letteraturas:

1 2 1 2 1
§wefpr _ §wefpr _ iweff 0.40197 —

)\/1_ w2 B c(w2+wgff)n  en
21 2
Wt woes

=
c(w? +w?s;

B m-10°
~3-108-0.77332

0.40197 = 5.4433 m "
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Come si evince dai calcoli il coefficiente di attenuazione calcolato con la formula esatta
é praticamente uguale a quello calcolato con la formula approssimata.

w2
vg = c\|1 — =% = ¢v1—0.80393 = 0.4428¢
w

L 104
T = — =
v, 0.4428¢

=7.5279-107° s = 75.279 us
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08-17) Esercizio n. 1 del 25 Luglio 2008

Sia dato un sistema di antenne a mezz’onda uniformemente alimentate e con le correnti
in fase fra di loro. Esse sono posizionate come in figura. Determinare 1’espressione del
vettore di Poynting irradiato.

Indichiamo con z; la quota sull’asse z del centro dell’antenna 1 rispetto all’origine del
sistema. di riferimento e con zo la quota sull’asse z del centro dell’antenna 2 rispetto alla
stessa origine.

Le densita di correnti sull’antenna 1, sull’antenna 2, sull’antenna 3, sull’antenna 4 e
sull’antenna 5 sono rispettivamente:

(T = 2A4,6(2)d(y) cosk(z — 21) z21—1<z2< 2z +1
J@ = 24,6(2)8(y) cosk(z — z2) 2o —1 <2< 29 +1
J®) = 2A436(x)8(y — b) cos kz -1 <z<+Hl
JW = 24,6(x)8(y + b) cos kz —1<z<+l

| J®) = ZA456(y)d(2) cos kx — 1<z <+l

Posto Ay = Ay = A3 = A4 = A5 = 1 per la uniformita del sistema di antenne, la
densita di corrente risultante é la somma delle cinque:

=

J =26(x)d(y) cosk(z — z1) + 20(x)0(y) cosk(z — z2) + 26(x)d(y — b) cos kz+
+26(x)0(y + b) coskz + £ (y)d(2) cos kx

1l vettore di radiazione (far field) N (6, ¢) é:
]\7(97 ¢) — / e—ik/e\,« . F/j(,r—,»/)d?)rl
14
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Ora
e =T sinfcos ¢+ ysinfsinp + zZ cos
Quindi:
e 7 =x'sinfcos¢p+ vy’ sinfsing + 2z’ cosh
Ne segue:

]\7(9,¢):/e_ik (a:'sianos¢+y'sin931n¢+z'COSQ)%(:E/)&(?J/)Cosk(z/ )z 'dy'dz
1%

+/e—ik ($/Sin9608¢+y/Sinesm(b+zlcose)%(a:’)é(y’)cosk(z’—z2)da:’dy’dz’-|—
1%

+/e—ik (x’sin9c08¢+y'sinﬁsin¢+z’cosﬁ)%(x/)(;(y/ _b) coskz'de'dy’dz"+
1%

+/e—ik (xlsmgcosd)+y/Sin93in¢+2/0039)36(37’)5(31’+b)coskz’dx’dy’dz’+
v

+/e—ik (xlsmgcosd)+y/Sin93in¢+Z/COSQ):'E(S(y’)é(z’)Coskx’d:r;’dy’dz’
1%

ossia:
z1+1 . /
o—tkz" cosf cosk(z' — z1)dz'+

N(8,¢) :2/

Zl—l

z2+1 k / 9
-1-2/ e NE COST cos k(2 — 29)dz’+
V4

2—1

I
+Ze—ikbsinﬁsin¢/+ o—ikz"cos kx'ds '+
-
!
+2€+ikbsin9sinq§/+ e_ikzlcosgcoskz'dzH—
-

+1 .
+fE/ e—zkx s1nﬁcos¢cosk$/dx/
-1

z1+1 . Vi
o—tkz COSQCOSk(Z/ ~2)d2 '+

N(8, o) :2/

Z1 —1

za+1 . /

+2/ e~ thz cost ¢ k(2" — z3)dz"+
zz—l

+l L 0

+22 cos (kbsin@sinqﬁ)/ e WNZ €OV eosky dy+

-1

+1 .
+EE/ e—zkx Smgcos¢coskx’dm’
-1
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Zl+l . !
Valutiamo, ora/ e~ ihz cost k(z'—21)dz'. Poniamo z'—2; = v = dz' = du.
Zl—l

Per 2’ =2 — 1l = u = —Il. Per 2’ = 21 + 1 = u = +1. Si ha, quindi:

Zl+l . / N + y
/ e~ thz o8 oo k(z' —z1)dz" = ¢~ ikz1 cost / e R 080 o budu
. —1

1—1

e, analogamente:

Z2+l - / . +l .
/ e~ thz cost k(z' — z)dz' = g~thk22 cos b / e~ 080 cos fudu
2 -1

2—1

Quindi:

. . +l .
N8, ¢) =2 (e—zkzl cos 0 n o—1kz2 cos 9) / o—tkucost . o kudut
—1
+l 1y
o—tkz"cosO . kz'dy'+

+22 cos (kb sin 0 sin ¢) /
—1

+1 .
+:T3/ e—zkx sm@cos¢coskx/d$/
—1

Si ha:
Z-7 =cost =sinf cos ¢

essendo 1 I'angolo formato fra I'asse x e la direzione del vettore posizione é,..
Per un’antenna a mezz’onda risulta, quindi:

s

+Ho 9 COS (— cos 9)

/ o—thzcosO oop 1y 2 .22
_ k sin”® 0

T
+1 cos | —cosf
- 2 cos (5 cos0)
/ ¢~ thu cos f cos kudu = — ,22
_1 k- sin“@

" = sin cos
0 9 COS <—sm cos )
/ otk SO cosd ooyl gy! = 2 2. -

_ k1 —sin®6cos? ¢

Pertanto:
s
R . . 9 COS | - cos 0
]\[(97 ¢): E(G—Zkzl cos 6 +e—lk2’2 cos 6 + 2cos (kbsm@smqﬁ)) E (229 ) +
sin

9 COS (E sin 6 cos qS)
i 2
k1 —sin®60cos2 ¢
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Poiché L R R
T = e, sinf cos ¢ + ey cos ) cos ¢ — ey sin ¢
Yy = e,sinfsin ¢ + ey cos O sin ¢ + ey cos ¢
Z=-=e,cos0 —epsinf
si ha:
7
. " 0 " 0 9 COS (5 cos@)
N(0, ) =e, | cosf (e_l ZLCOSY 4 o=thZ2 COSY 4 9 cos (kbsinﬁsin¢)) -t
k sin” 6
9 COS (g sin 6 cos d))
+ sin 6 cos p—
(bk 1 —sin? 0 cos? ¢
cos (W cos 9)
~ . i i . . 2 2
+eg| —sinf (e thz1 €080 4 —ikzac080 | 90 (kbsin 0 sin ¢)> —,2—2—#
k sin” 6
9 COS (g sin 6 cos qS)
+ cosf cos p— +
(bk 1 — sin? 6 cos? ¢
T .
9 COS (5 sin 6 cos qS)
+ey4 | —sing— —
E 1 —sin®0cos? ¢

Il vettore di Poynting (far field), mediato in un periodo, é:

a1 kO 2 2\ ~
(8) =352 (E) (|N9| + [Ny )61-
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08-18) Esercizio n. 2 del 25 Luglio 2008

Con riferimento al problema precedente graficare il diagramma di radiazione nel piano

6 = 90°. Siassumaa:§ebzz.
31 ha A A A A3 3
Ty ;o ATRTITRY 2T
Ne segue:
cos (Wcosﬁ>
Ny = [ —sinf (e‘mzl cos 6 + ¢—kz2 cosf + 2 cos (kbsin 6 sin d))) E—S'Q 7y +
in
9 COS (g sin 6 cos ¢>
+cos —
o cosqﬁk 1 —sin?# cos? ¢
m .
9 COS (5 sin 6 cos ¢>
N, =| —si Z
? qusk‘ 1 — sin?# cos? ¢
ossia:
3 3 T
) ’V —itk=Xcosf  +ik—MXcos# A . -| 9 €08 (5 0089>
Ny =4 —sinf f 8 +e 8 + 2 cos kzsmﬁsnuﬁ JE—29+
sin
9 COS (g sin € cos d))
+cos 6 —
oos Cos¢k 1 —sin? f cos? ¢
9 COS (g sin # cos d))
N, =| — si Z
¢ Sln¢k 1 —sin? @ cos? ¢
3 3 s
) —4—mcosf +i—m cosf T . 9 COS (56089)
Ng ={ —sinf |e 4 +e 4 + 2cos (—sm@smqﬁ) s 4
2 k  sin®@

+ cos 0 cos ¢p—
(bk 1 — sin? @ cos? ¢

N, :[ 9 COS (g sin@cosqﬁ)

9 COS (g sin 6 cos qS) }

—sin¢—
(bk 1 —sin? @ cos? ¢
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e, ancora:

T
9 cos |~ cost
Ny :{ —sinf [2(:05 (%WCOSQ) + 2cos (g sinﬁsind))} —M—}—

k sin? 0
9 COS (g sin 6 cos ¢>
+ cos 6 cos p—
st 1 —sin? 6 cos? ¢

9 COS (E sin 6 cos ¢>
Ny =| —singps—2

k 1—sin?6cos2 ¢

No(9=900) :{ - [2 +2cos (gSin¢)] %}

Né(g=o00) :[‘ E sing

Il vettore di Poynting (far field), mediato in un periodo, é:

2mr

cos (E cos ¢>] 2
2 J Ya

sin ¢

(§) =2z <i>2 [2+2cos (gsin¢)]2+

Grafichiamo il fattore di forma:

cos (g coS d))] 2

sin ¢

F($) = [2+2008 (gsimﬁ)r +
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08-19) Esercizio n. 3 del 25 Luglio 2008

Un’onda elettromagnetica piana di frequenza v = 1 GH z, viaggiante in aria, incide
su una superficie conduttrice i cui parametri costitutivi sono:

e =10, 0=0.6 S/m, pu.=1.

Se I'angolo di incidenza é 0y = 30°, calcolare I’angolo di rifrazione nel mezzo con-
duttore. Confrontare il risultato trovato con quello competente ad un mezzo dielettrico
perfetto avente la stessa costante dielettrica.

o
Calcoliamo il rapporto —.
€w

o 0.6 o\ ?2
7 - — 1.0785 — (—) — 1.1632
ew  8.854-10-12.10- 27 -10° €w
tan1/; _ Bl sin 90
q

o\ 2
Calcoliamo il parametro ¢ con la formula esatta dato che (—) ~ 1.
€w

1 , : 2
7 (6p) = 5 [gg — a2 — fZsin® ) + \/ (B3 — a3 — By sin®6p)” + 4a§5§]

essendo:
/6 w B l’I’T‘E’I" 1 + 1 + 0-2 w :u“I"GT' 1 + 0-2 1
= — = — o = — —
1= 27 % 2 2w? |’ 27 % 2 €2w?
ossia:
w w w w w
b1 = —, Bo = —V5-2.4708 = —3.5148, o9 = —V5-0.47078 = —1.5342
c c c c c
Ne segue:

2 0 lw 2
2(30%) == |12.354 — 2.3538 — 0.25+1/ (12.354 — 2.3538 — 0.25)%+4 - 2.3538 - 12.354 | =

2

_lw? [9 7502 + 1/(9.7502)% + 116 32] = Lo 989
2¢2 U7 ' ' 227
Si ha: .
tang = D180 05 o ang
q 24.289
2
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1) = arctan(0.14348) = 8°.1651

Se il secondo mezzo non fosse stato conduttore:

sinfy = it sinfly = —— - 0.5 = 0.15811 = 6 = arcsin(0.15811) =9Y.0972
na

g~
=]
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08-20) Esercizio n. 4 del 25 Luglio 2008

Un elettrone viaggia con velocitd v = 0.9¢ in un campo elettromagnetico di frequenza
v = 1 GHz. Calcolare la frequenza vista dall’elettrone nei casi: a) la direzione di moto
dell’elettrone é antiparallela a quella di propagazione dell’onda elettromagnetica; b) la
direzione di moto dell’elettrone in avvicinamento forma un angolo di 30° con quella di
propagazione dell’onda elettromagnetica.

Indicando con w’ la frequenza angolare osservata dall’elettrone in moto e con w quella
del campo elettromagnetico, si ha:

essendo:

il fattore relativistico.
Segue:

w' =7 (w — “0.9¢cos 9)
c
essendo 6 I'angolo (minore) formato fra il vettore k ed il vettore .
w'=7(w—=0.9wcos )

e, ancora:
v =yv(1-0.9cosh)
Nel caso in cui ’elettrone si muove in direzione antiparallela a quella della radiazione,
6 = 180° e, quindi si ha:

k ¥
[ e N N O™

v’ =2.2942-107 - (1 +0.9) = 4.359 - 10° H»~

Nel caso che le due direzioni formano un angolo di 30°:

In questo caso angolo # é 180° — 30" = 150°. Si ha:
cos(150") = — cos 30° = —0.86603

Quindi:
v’ =2.2942-10% - (14 0.9-0.86603) = 4.0824 - 10° Hz
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08-21) Esercizio n. 1 del 29 Settembre 2008

Sia dato un sistema di antenne a mezz’onda uniformemente alimentate e con le correnti
in fase fra di loro. Esse sono posizionate come in figura. Determinare 1’espressione del
vettore di Poynting irradiato.

Indichiamo con z; la quota sull’asse z del centro dell’antenna 1 rispetto all’origine del
sistema di riferimento e con 25 la quota sull’asse z del centro dell’antenna 2 rispetto alla
stessa origine.

Le densitd di corrente sull’antenna 1, sull’antenna 2, sull’antenna 3, sull’antenna 4
sono rispettivamente:

(T = 2A4,6(2)d(y) cosk(z — 21) 211 <z2< 2z +1
J@ = 24,6(2)8(y) cosk(z — z2) m—1<z<z+1
JB®) = FA36(y + d)d(z) cos kz — 1<z <+l

| JW = 3A46(y — d)d(2) cos ka -1 <z <+l

Posto Ay = Ay = A3 = A4 = 1 per la uniformita del sistema di antenne, la densita di
corrente risultante é la somma delle quattro:

-

J =z0(x)d(y) cosk(z — z1) + 26(x)0(y) cosk(z — z2) + T (y + d)d(z) cos kz+
+20(y — d)o(2) cos kx
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I vettore di radiazione (far field) N (6, ¢) é:

- -
N (o, ¢):/ e T (P!
\4

Ora:
e =T sinfcos ¢+ ysinfsin ¢ + zZ cos
Quindi:
ér -7 =x'sinfcosp+y'sinfsing + 2’ cos
Ne segue:

N(Q,(b):/e_ik (az’sinQCosdH-y’sinGsindH—z'COSG)%@/)(S(?}/) cosk(z' — 21 )dx'dy'dz "'+
v

+/e—ik (x'sin900s¢+y’sinﬁsin¢-|-z’cosﬁ)%(g:/)é(y/)cosk(zx_22)dx/dy/dz/+
1%

+/e—ik(x'sianos¢+y’sinﬁsin¢+z’cosﬁ)f5(y/+d)5(2/)cosk$/d$/dy/dzx+
1%

_|_/e—ik (x’sinﬁcosqﬁ+y'sinﬁsin¢+z’cosﬁ)f5(y/ — d)5(2") cos ka'da'dy'dz’
1%

ossia: "
Z1 . !
e~ tkz"cosf oo k(z' — 21)dz"+

N0, ) =2 /

Zl—l

22+l k ! 9
+2/ e NE COST eos k(2! — 29)dz '+
V4

2—1

!
+5§e—|—ikdsinﬁsin¢/+ e—ikx’sinﬁcosqﬁcoskx/dx/+
—1

I
(e tkdsinfsin ¢ /+ o ikr sin0cos gt g
—1
Zl+l . /
e~ thz" c0s O oo k(z" — 21)dz"+

N(9, ) =% /

Z1 —1

za+l . ’
+3/ e~ thz" 080 cosk(n! — 2n)dz'+
2‘2—l
+l .
+72 cos (kd sin 0 sin ¢) / etk SO COS P g o !
-1
21+l

e—ikz’ cos @

Valutiamo, ora/ cosk(z'—z1)dz'. Poniamo z'—z1 = u = dz' = du.

Zl—l

Per 2z’ =21 — 1l = u = —I. Per 2’ = 2 +1 = u = +1. Si ha, quindi:

21+l / ; + )
/ e~ tkz o8 oo k(z' —z1)dz" = ¢~z cost / e R 080 ¢og udu
. —1

1—1
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e, analogamente:

2o+l | / ; + )
/ e~ thz o8 oo k(z' — z)dz' = ¢~ ikz2 cost / e R 080 o budu
. —1

o1
Quindi:

. . +1 .
N6, $) =2 <e—zkz1 cos n o—tkza cos 9) / o—tku cos cos kudut
—1
+1 L sin 0
+Z2 cos (kdsin@sin¢)/ e~ thT sIn0COS P (oo kot
—1

Si ha:
Z-7 =cost =sinf cos ¢

essendo 1 I'angolo formato fra I'asse x e la direzione del vettore posizione e,..
Per un’antenna a mezz’onda risulta, quindi:

™
T 9)
2 COS (2 COS

o,
/ p—thzcost o op 10,0 2 2
1 k sin” 6

™
T 9>
2COS (2 COS

+1 .
/ e_lk“ cos cos kudu = — =5
1 k sin® 6

T
T sing )
9 COS (2 sin # cos ¢

+i .
/ o thr SO cosd ooyl gp! = 2 .
_ k1 —sin®6fcos? ¢

Pertanto:
% cos0
. . . 9 €OS (— cos )
N, $)=7 <6—zkzl cos | ,—ikzpcos 9) = 2 n
(6:9) k sin @
9 COS (g sin 6 cos d))
+22 cos (kdsin 0 sin ¢) —
( ¢) k 1 —sin?6cos? ¢
Poiché:
T =e,sinf cos ¢ + egcosfcosd — ey sin g
y =€, sinfsin¢ + eg cos O sin ¢ + ey cos ¢
Z=-¢e,cos0 —epsinf
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si ha (W )
cos | — cos @
) ~ ik 0 ik 0 2 2
N(0, ) :er[(:OSQ(e PRELEORY 4 g71HA2 €08 )EW+
9 COS (z sin @ cos d))
+ sin 6 cos ¢2 cos (kd sin 6 sin ¢) . Sin2 0 cos? ¢
T
cos | — cos b
ik 0 ik 0) 2 <2 )
+ep —51n9<6 UPELCOSY 4 mthie2 €08 )EW_*-
9 COS (ﬁ sin ) cos ¢>
+ cos 6 cos ¢p2 cos (kd sin 6 sin @) [ ;nz 0 cos? ¢

+€y | — sin¢2 cos (kdsinfsin ¢) —

Il vettore di Poynting (far field), mediato in un periodo, é:

a1 (kN (e 2\ ~
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08-22) Esercizio n. 2 del 29 Settembre 2008

Con riferimento al problema precedente graficare il diagramma di radiazione nel piano

0 = 90° e nel piano ¢ = 0°. Si assuma d = 5

Si ha:
9 COS (g oS 9)

k sin? 6 +

Ny = [ _sing <€—ikz1 cos f) n o—tkz2 cos 9)

. . 9 COS (g sin # cos qS)

+ cos 6 cos ¢2 cos (kd sin 0 sin ¢) E 1—sin2fcos? ¢ ]
. . . 9 COS (g sin 0 cos qS)

N, = [ — sin ¢2 cos (kd sin 6 sin ¢) E 1—sin2fcos?$ ]

Posto z1 = +d e z9 = —d, si ha:

. . 9 COS (f cos 9)
Ny = [ _sind <6—2kdc059 | g tikdcos 9) = 2 n

k sin’ 6

. . 9 COS (g sin 6 cos ¢>

+ cos 6 cos ¢p2 cos (kd sin 0 sin ¢) k 1—sin20cos? ¢ ]
. . . 9 COS (g sin 0 cos qS)

N, = [ — sin ¢2 cos (kd sin 6 sin ¢) k 1—sin20cos? ¢ ]

e, ancora:

oS (E oS 9)

2
Ny = [ — 8in A2 cos(kd cos Q)Eg—wﬁ-
sin

. ' 9 COS (g sin 0 cos ¢>

+cos 0 cos ¢2 cos (kd sin f sin ¢) kE 1—sin26cos? ¢ ]
' . ' 9 COS (g sin # cos ¢>

Ny = [ — sin ¢2 cos (kd sin 6 sin ¢) k1 — sin? 6 cos? " ]

ENITN

No(g=900) = —
9 COS (g cos ¢>
N¢(9:900) = — SIn Q52 COS (kd Sin QS) Em
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4
No(g=900) = — T

9 COS (g cos d))
N¢>(9:900) = — 2cos (kdsin ¢) P sng

Il vettore di Poynting (far field), mediato in un periodo, é:

2
. 1 1\2 coS (g cos qS)
(S) = §Z (ﬁ) 1+ [cos (kdsin ¢) B er
Grafichiamo il fattore di forma:
2
cos (g cos qS)
F(¢) = 1 + COS (deln ¢) W
Per d = —:
2
cos (g cos q§>
F(QS) = ]_+ COS (TS]HQS)T

90°

___________

2709
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9 COS (g cos 9) 9 COS (g sin 9)
Ny (p=00) = — sin 02 cos(kd cos G)EW + 2 cos 9zm

No(g=o0) =0

ossia:

9 COS (g cos 0) 9 COS (g sin 0)
No(s_poy = — 2 - 2=
6 ($p=00) cos(kd cos ) ’ p + 7 p—

No (g=00) =V

11 vettore di Poynting (far field), mediato in un periodo, é:

2

. 1 1\2 cos (E cos 9) cos (E sin 9)
(S) = —Z( > —cos (kd cos 6) 2 + 2 e,

. er
sin 0 cos b

Grafichiamo il fattore di forma:

2

coS (g oS 9) oS (g sin 9)

sin 0 cosf

F(0) = |—cos (kdcos®)

Per d =

2
cos (E cos 9) cos (E sin 9)
2 2

F(0) = | —cos(mcosB) per p—y;
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08-23) Esercizio n. 3 del 29 Settembre 2008

Un’onda elettromagnetica piana di frequenza v = 1 GH z, viaggiante in aria, incide
su una superficie conduttrice i cui parametri costitutivi sono:

e =10, o0=6S/m, pu.=1.

Graficare il coefficiente di riflessione per £, e quello per Ej, in funzione dell’angolo
di incidenza. Valutare ’angolo pseudo-Brewster ed il valore della riflettivita ad esso com-
petente.

o
Calcoliamo il rapporto —.
€w

- 6 —10785:><1)2—11632>>1
cw  8.854-10-12.10-27-109 ew/!

In questo caso:

27-10° - 47 -1077 -6
a2:52:q:p:,/”“22“2:\/” 2” ~ 153.91 rad/m

Poiché il mezzo conduttore é non magnetico (p1 =~ p2), i coefficienti di riflessione sono:

(¢ — B1 cosby)® + p2
(¢ + B1 cos ) + p?

Pl = (11 =~ p2)

P (q — Busin by tan 6y)® + p?
I L(q—}—ﬁl sin 6 tan90)2 + p?

(lfq =~ Mz)

Si ha anche:
w o 2m - 109

fr="

c .

2
Tabella delle riflettivita per (i) >> 1

(309
0o R, 0, R
0 0.7624 0° 0.7624
10° 0.7655 10° 0.7592
200 0.7749 200 0.7491
30° 0.7905 30° 0.7307
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409 0.8121 400 0.7013
500 0.8397 500 0.6554
60° 0.8729 60° 0.5820
700 0.9111 709 0.4581
80° 0.9538 809 0.2462
810 0.9583 819 0.2219
820 0.9628 820 0.1994
830 0.9674 830 0.1806
840 0.9720 840 0.1688
850 0.9766 8590 0.1695
860 0.9812 860 0.1917
870 0.9859 870 0.2507
880 0.9905 880 0.3722
890 0.9953 890 0.5992
900 1 900 1

2
Coeflicienti di riflessione R, e R) per superficie conduttrice - <i> >>1
€w

1.0
Ry

0.8

0.6 - R

0.4 1

0.2

0.0 I I I I I I I I
0° 100 209 309 409 509 609 709 809 909

angolo di incidenza

Si ha anche:
_ p2Bi B 20.9439

pwifBe P2 153.91

~ (0.135429 << 1

K201 , . . " . . c e

Anche se 3 non é proprio molto minore dell’unita, possiamo graficare le riflettivita
H1P2

con le formule ancora pid approssimate:

Quindi:
P2 ~1—2xcosb
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5 2cos? 0y — 2z cos Oy + x>
oI = 2 cos? 0y + 2x cos Oy + 2

Il valore dell’angolo pseudo Brewster si ottiene, in questo caso, dalla relazione:

cosOpp = 2B ~ 0.095763 => 0,5 = 84°.54

V2

che sostituito nella formula della riflettivitd conduce al valore minimo di essa:

21
11 B2

Tabella per i coefficienti di riflessione approssimati << 1, z = 0.135429

0 R, 6o R

0° 0.7291 0° 0.7634
10° 0.7333 10° 0.7602
200 0.7455 200 0.7503
300 0.7654 300 0.7324
400 0.7925 40° 0.7035
500 0.8259 500 0.6582
60° 0.8646 60° 0.5857
700 0.9074 700 0.4629
800 0.9530 80° 0.2515
81° 0.9576 810 0.2272
820 0.9623 820 0.2045
830 0.9670 830 0.1855
840 0.9717 849 0.1734
850 0.9764 859 0.1727
86° 0.9811 86" 0.1954
879 0.9858 870 0.2358
880 0.9905 88° 0.3746
890 0.9953 890 0.6007
90° 1 90° 1
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Coeflicienti di riflessione R, e R per superficie conduttrice con z = 0.135429

1.0

R,
0.8

0.6 - R

0.4

0.2

0.0 I I I I I I I I
0° 100 209 309 409 509 60" 709 809 90"

angolo di incidenza

Si puo osservare che i grafici si assomigliano abbastanza.
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08-24) Esercizio n. 4 del 29 Settembre 2008

Un sistema ottico é costituito da tre mezzi dielettrici perfetti: aria - olio d’oliva - vetro.
Un fascio di luce di lunghezza d’onda nel vuoto Ao = 589.3 nm (arancione), viaggiante
in aria e linearmente polarizzata, penetra nel sistema in direzione della normale. Se lo
spessore dell’olio é 1 mm, calcolare il coefficiente di riflessione. Si assuma n;, = 1.467 e
Nyetro = 1.5. Confrontare tale risultato con quello competente al sistema aria - vetro.

Il coefficiente di riflessione dello strato dielettrico é:

n— |EA ? _ (r12 + 793)° — 4r19793 5in? fad
|E0|2 (1 + r121"23)2 — 4’/’127"23 Sin2 ﬁgd
dove:
- p2ky — piks . - pske — pr2ks
p2ky + piks psks + p2ks
che, nel nostro caso, essendo p1 = p9 = g, Si possono scrivere:
ny — N9 0.467 No — N3 0.033
= =—— =-0.1893 = =———=-0.01112
2 s 2.467 BT L s 2.967

Si ha: )

(r12 + 7"23) ~ (0.04

47"127’23 ~ (0.00842

(14 ria7r93)° = 1.004214
Inoltre:

2
Bo = Eng = —an = 15641325.0392541 rad/m = [ad = 15641.3250392541
c 0
Ne segue:
sin Bad = 0.61688833322158 = sin? Bad = 0.380551215664899

Quindi:

_0.04—0.00842 - 0.380551215664899
~1.004214 — 0.00842 - 0.380551215664899

Se il sistema fosse costituito soltanto dall’aria e dal vetro, il coefficiente di riflessione

= 0.036759 = 3.6759%

sarebbe: )
ny —ns

n1 + nsg

=)

R = |T’13|2: .04:4:%
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08-25) Esercizio n. 1 del 28 Novembre 2008

Sia dato un sistema di antenne a mezz’onda uniformemente alimentate e con le correnti
in fase fra di loro. Esse sono posizionate come in figura. Determinare 1’espressione del
vettore di Poynting irradiato.

T
3 /4

S dd4 Y
/_-Lz

Le densita di corrente sull’antenna 1, sull’antenna 2, sull’antenna 3, sull’antenna 4
sono rispettivamente:

(T = 5A,6(2)6(z — d) cos ky -1 <y<+l

J®) = §A58(2)8(z + d) cos ky —1<y<+l
) JB®) = FA36(y + d)6(z) cos kz — 1<z <+l
| JW = 2446(y — d)d(2) cos ka — <z <+l

Posto A1 = Ay = A3 = A4 = 1 per la uniformita del sistema di antenne, la densita di
corrente risultante é la somma delle quattro:

J =30(2)8(z — d) cos ky + 70(2)8(z + d) cos ky + Zd(y + d)d(z) cos ka+
+zd(y — d)o(2) cos kx:

1l vettore di radiazione (far field) N (6, ¢) é:
i _ —ike, - 7§\ 3.0
N@,9)= [ e (7")d°r
v
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Ora
e, = Tsinfcos ¢ + ysinfsin ¢ + Zcos
Quindi:
ér -7 =x'sinfcosgp+y’ sinfsing + 2’ cosd
Ne segue:
N, qS):/e_ik (:r;’sin9cos¢+y'sin931n¢+z’COSQ)/y\(S(:E/)&(z/ — d) cos ky'da 'dy'dz"r

v

4 ik ($/Sinecos¢+ylsmesm¢+Zlcose)gé(a:’)é(z'-i-d)cosky’da:’dy’dz’-i—

—

ok (x’sin9c08¢+y'sin981n¢+z’cosﬁ)555(y/+d)5(z/)cosk$/d$/dy/d2/+

+
—

4 [tk (x’sin9c08¢+y'sin981n¢+z’cosﬁ)555(y/ — )6(2") cos ka'da'dy’dz’

—

ossia:

. . o,
N9, ¢) :@\e—zkdcosﬁ/ o~ thy sinfsing . ky'dy'+
—1

. +I . . .
jLz//\e—I—deCOSQ/ o—iky sinfsing ky'dy'+
-1

I
ij;L,\e+il<;dsin€silr1d)/+ e—ikx’sinﬁcosqﬁcoskx/dx/+
-1

cos kx'dx’

l
e —ikdsin fsin ¢ / " —ika'sin0cos ¢
-1

— +l 'k ’ . 9 .

N (0, ¢) =y2 cos (kdcose)/ e TURY SN Sln¢COSky/dy/+
—1

* e—ikx’sin9cos¢

+72 cos (kd sin 6 sin ¢) / cos kx'dz’

—1
Si ha:
Z-7 =cost =sinf cos ¢

essendo 1 I'angolo formato fra I'asse x e la direzione del vettore posizione é,..
Inoltre:
y-T = cosy =sinfsin ¢

essendo x ’angolo formato fra 'asse y e la direzione del vettore posizione €.
Per un’antenna a mezz’onda risulta, quindi:

T
+ . . + coS (— sin f sin qS)
/ e_lkylsmgsmqscosky’dy’:/ e_lkylcosxcosky’dy’:g 2. S
-1 1 k1 —sin®#sin® ¢
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T .
oo, o, 9 COS (—stcosqS)
/ otk stcosqSCOSkx/dx/:/ o tkr cosY o patget = 2 2. 5
_1 E 1 —sin®fcos2¢

Pertanto:

9 COS (g sin 6 sin d)) 9 COS (g sin 6 cos d))

N (0, ¢) =72 cos (kd cos 0) = +22cos (kdsin 6 sin ¢) —
(6,9)=y ( )k 1 —sin?#sin? ¢ ( ¢)k 1 —sin? 6 cos? ¢
Poiché: . R .
Z = e,sinf cos ¢ + eg cosf cos p — ey sin ¢
Yy = e,sinfsin ¢ + ey cos O sin ¢ + ey cos ¢
Z=-¢e,cos0 —epsinf
si ha:

T
T g )
2(:03(2sm sin ¢

]\7(9,¢):’e}[2sinﬁsin¢cos(k‘dcosﬁ)E s’ 0% s +
— sin® fsin

T
T sing )
9 COS (2 sin # cos ¢

+2 sin 0 cos ¢ cos (kd sin 0 sin ¢) —

+
k 1—sin?6cos? ¢

9 COS (g sin f sin qS)

2cosHsin¢cos(kdcos€)E T sinZ0sin® 0 I
— sin” fsin

9 COS (g sin 6 cos d))]

+ey

+2C039(:os¢cos(kdsinﬁsin¢)E 1 sin? 0 cos? &
— sin” @ cos

9 COS (E sin f sin qS)
2 cos ¢ cos (kd cos 0) P Zin2 T

9 COS (g sin 6 cos qS) ]

+ey

_2sin¢cos(kdsinﬁsin¢)z | sin0cos? 4
— sin” 0 cos

Il vettore di Poynting (far field), mediato in un periodo, é:

E N (o >
( ) (|N9| +|N¢|)a

drr

(8) = 57
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08-26) Esercizio n. 2 del 28 Novembre 2008

Con riferimento al problema precedente graficare il diagramma di radiazione nel piano

6 = 90° e nel piano ¢ = 0". Si assuma d = o1

Si ha:
. 9 COS (g sin 6 sin d))
Ny = [2 cos 0 sin ¢ cos (kd cos ) BT sinZ0simZ o }
. . 9 COS (g sin 6 cos d))
+2 cos 0 cos ¢ cos (kd sin 0 sin ¢) PR — 5 ]
9 COS (g sin 6 sin d))
Ny = [2 cos ¢ cos (kd cos 0) F 1 snZosnZe
. ' . 9 COS (gsinﬁcosqﬁ)
—2sin ¢ cos (kd sin 0 sin ¢) B 1 sinfcos?d ]
No (9=900) =0
9 COS (g sin qS) . . 9 COS (g cos ¢>
Ny 6000y = [2 cos ¢E m — 2sin ¢ cos (kd sin ¢) z m]
ossia:
No(g=900y =0
9 COS (g sin qS) . 9 COS (g cos qS)
N 9=900) = [2E s 2 cos (kdsin ) 7 v]

Il vettore di Poynting (far field), mediato in un periodo, é:

T s
. 1 1 \2[cos(5sing cos | = cos ¢ 2A
<S>(9:900) — §Z <;> [<C§Mé> — COS (kdsmqﬁ) M] €

Grafichiamo il fattore di forma:

coS (g sin qS)  cos (kdsing) cos (g cos ¢) ] 2

cos ¢ sin ¢

F(9)9=000) = [
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cos (g sin q§)

cos ¢

4 2
cos ( 5 cos q§)

— cos (msin ¢) Snd

F(9) =000y =

T .
9 COS (5 sin 9)
N9(¢:00) =2 COSQEm
2
k

Ny (4—g0y =2 cos (kdcos )

ossia:

(39)
cos | — sin
4 2

N (¢=0°) = k cos 0

4
Ny (4=00) =7 cos (kd cos @)

ESCAMOS - 67



Il vettore di Poynting (far field), mediato in un periodo, é:

T 2
. 1 1\2 cos (5 sin 9) NN
<S>(¢:00) = §Z (ﬁ) T eosd + [cos (kd cos 0)] er

Grafichiamo il fattore di forma:

2
cos (z sin 9)
_\2 ]

F(6) (p=00) = + [cos (kd cos §)]?

cosf

Per d =

2
cos (E sin 9)
——~2 /| 4 [cos (7 cos )]

F(0)(p=00) = cos f

e —

'
'
'
'
]
'
'
'
'
'
-
'
]
]
'
'
'
'
'
'

90°

180°
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08-27) Esercizio n. 3 del 28 Novembre 2008

Un’onda elettromagnetica piana incide in direzione della normale sulla superficie del
mare. Nell'ipotesi che i1 parametri costitutivi siano

e =80, pp =1, 0 =3 S/m,

calcolare: a) il coefficiente di riflessione; b) la profonditd di penetrazione nel mare, per le
seguenti frequenze: 100 M Hz, 400 MHz e 700 M H~. Si faccia 'ipotesi che i parametri

costitutivi restino costanti per tutte le frequenze.

Poiché il mezzo conduttore é non magnetico (11 ~ ps), i coefficienti di riflessione sono:

(g — B1cosby)® + p?

2
P = (1 = p2)
+ (q+51 C0890)2 +p2
e: )
5 5 (q — B1sinfytanfy)” + p?
pi| =P fi1 =
I L(q+61 sin f tan90)2+p2 (1 2)
che per 0y = 0° diventano:
(¢ — 1) +p°
R=pt =pf = (1 = p2)

(q+B1)> +p?

o
Calcoliamo i rapporti —:
€w

0— 2
~ 6.74 —> (—) ~45.43> 1

3
a)V:lOOMHz:>i
€w

cw  8.854-10-12.80-27-108

o 3 o\?2
b) v =400 MHz — = — ~ 1. :>(—) ~2.84
Jv=40 MHz = = = o 0 12 80 27 4. 10° ~ 08P w 8
) v =700 MHz — 5 0963:><0)2 0.927
C) UV = zZ — = ~ U. —_— ~U.
cw  8.854-10-12-80-27-7-10° ew

Caso a)

In questo caso:

/ 2m 108 - 47 - 1077 -3
Qg = By > q > p wu2202:\/7r 27r ~ 34.4144 rad/m

w 2m - 108
51:—:78
c 3-10

= 2.094 rad/m
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Ne segue:
34.4144 — 2.094)° 34.4144)2
~ ( )2 + ) ~ 0.8855 = 88.55%
(34.4144 4 2.094)° + (34.4144)2
4] ! ! 0.029 2.9
= — = ~ U. m = 4.9 CIn
Qs 34.4144
Caso b)
Si ha:
pe | o2 __271'-4-108\/ 5 .
ay =w\| 5 |\ 1+ 55 — 1| = —5 755 V40 [V1+284—1] ~51.9m
JLE [ o2 1 or-4-108
P2 =w > 1+62w2+1 = 3105 \/40 V1+284+1] ~91.15 rad/m
w 21 -4 -108
61 :E = W ~ 8.377 rad/m
Per 0 = 0° risulta: p = s =51.9 m™!, g = B, = 91.15 rad/m.
Ne segue:

(91.15 — 8.377)% + (51.9)2

R= 5 ~ 0.7576 = 75.76%
(91.15 + 8.377)% + (51.9)2
5=t L 00103 1.93
= — = — X~ U. m = 1. cm
(0] 51.9
Caso c)
Si ha:
e o2 '_2w-7-108\/ 5 .
oy =wy | T |\ 1+ 5oz — 1| = —3 s V40 V140927 — 1] =57.77 m
| 2 | 2r-7-108
By =w | W1+ o +1] = = \/40 V1 +0.927 + 1] =~ 143.29 rad/m
2 e2w? S 3-108

w  2m-7-108
p=2 = 2T
c 3-10
Per 0 = 0° risulta: p = s = 57.77 m™1, ¢ = B, = 143.29 rad/m.
Ne segue:

~ 14.66 rad/m

(143.29 — 14.66)* + (57.77)2

R = 5 ~ 0.7029 = 70.29%
(143.29 + 14.66)° + (57.77)2
1 1

d=—=——~0.01 =1.
- e 0.0173 m 73 em
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08-28) Esercizio n. 4 del 28 Novembre 2008
Un plasma omogeneo é caratterizzato dai seguenti parametri:
N =6.4-10" m™3, vepp =10°s""
Un’onda elettromagnetica piana di frequenza 107 Hz attraversa il plasma. Calcolare

la costante di propagazione [, il coefficiente di attenuazione «, la velocitd di fase e la
velocita di gruppo.

La frequenza angolare di plasma é:

6.4- 10 . (1.6 - 10719)2 ]
\/760 9.11-10-31 -8.854 - 10—12 ~4.5-10" rad/s

La costante dielettrica relativa ¢, é:

w? (4.5-107)2
r=l1- ") =(1- : ~ 0.4921
€ ( wz + wgff) < 471.2 . 1014 + 47r2 . 1012)

La conducibilits é:

B EOWeffwz  8.854-10712 27 - 10° - (4.5 107)?

— ~ 2.8253-107° S
w2 _'_ weff 47T2 * 1014 _'_ 47T2 - 1012 /m

La costante di propagazione ed il coefficiente di attenuazione sono:

w 2m - 107
/8 = —\/€p = W\/ 0.4921 ~ 0.1469 Tad/m
c .

o [ _2.8253-10_5\/ A -10-7

o= —
8.854 - 10—12.0.4921

= ~759-1073 m~!
2\ epep 2 L

La velocita di fase e quella di gruppo sono:

¢ _ 310 o765 108 /
vf = = ~ 4. : m/s
T Ve V04921
d 1
vy =
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2ww§
2 2 )2
w1 e (Prely)
dw ¢ w? + w2, 02\/1 w2
2 2
w* + weff
¥ N
W2 + W2 2 - ) 2
eff (w2 +w§ff> - (w2 +weff>
2 B 2
cy|1— “ cy|1— “
w? + w? w? + w?
eff eff
Ne segue:
2
w
Y, | (451002 (27 - 10°)2
(W? +w?pp)? (472 - 10 + 472 - 1012)?
2.1045 - 108

~2.115-10% m/s

~1-5.03-10-3

Fine Esercizi Campi e.m. - 2008
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