Esercizi svolti di Campi elettromagnetici - Anno 2004

04-1) Esercizio n. 1 del 16/1/2004

Quattro dipoli a mezz’onda, indipendentemente alimentati nel centro di ciascuno di
essi, costituiscono i lati di un quadrato giacente nel piano zy di un sistema di riferimento. Se
le antenne sono alimentate in fase e con la stessa intensitd massima di corrente, determinare
il vettore di Poynting far field.

O x
VLo

La densitd di corrente totale che scorre nel sistema di antenne é:
Jr=Jas+Jg+ Jo+ Jp

Risulta:

Ja = Ao (z + 1)6(2)

Jp = TAe8(2)0(y — 1) cos kx
Jo = §Aod(z — )
Jp = FAed(y +1)(2)

per -l <z < +le—-l<y<+l
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Il vettore di radiazione é:
W)= [ e ho T seae =
—xA/_ka sinfcos¢ +y'sinfsing + z’ cosﬁ)[(s( Ny — 1) +
+ 0(y" +1)d(z")] coskx'dx'dy'dz"+
+AyA0/e—ik(a:’sin9(:os¢+ y'sin@sin ¢ + z’cosﬁ)[5(x/ L0821 +
+ 8(z" = 1)d(z")] cosky'dx'dy’dz’

2 A
Quindi, tenendo conto che k = Tﬂ e che 2] = 3 ossia che kl = g, si ha:

NO.0) = [T T s -
14

LT .
54, (e—zg sin @ sin ¢ e 2— s1n951nq5> —zk (' sin 0 cos ¢) cos k' da '+
LT,
oA, (eZE sin 6 cos ¢ N e—z— sin 6 cos d)) —zk (y'sin 0 sin ¢) cos by 'dy’
ossia:
- s
N9 = [ o =
1%
. ot ing
=T Ag [2(:05 (—sin@sinqﬁ)]/ ¢~k (z " sin0cos d) o g 4
2 1
+1

. ] . .

+ YAy [2 oS (g sin 0 cos d))] / e~k (y sinbsing) . ky'dy’
—1

Poiché, per un’antenna a mezz’onda, risulta:

T .
/H o—ik(z"sinf cos ) 2098 (5 sinf cos d))

coskx'dr' =
_ v k 1 —sin?6cos? ¢
T
+ . . coS (— sin # sin d))
/ e—lk(y/51n981nq§) cos ky/dy/ — z 2. 5 —
1 k1 —sin®fsin® ¢

si ha:

- s o

N@.0) = [ e Ty -
9 COS (g sin 6 cos qS)
k 1 —sin?6cos? ¢

i
9 COS (5 sin 0 sin ¢>
k 1 —sin?6@sin? ¢

=7ZA, [2 cos (5 sin @ sin d))]

+ YAy [2 cos (5 sin 0 cos ¢>]
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Essendo:
T =e,sinfcos ¢+ egcosfcosp —eysing
Yy = e, sinfsin ¢ + eg cos O sin ¢ + ey cos ¢
si ha:

m .
N, = Ay [2 cos (g sin # sin ¢>] % st_( zz;n:;:z Z) sin 6 cos ¢+

s
LI )
2cos<2sm sin ¢

T . . .
+A [2 oS (5 sin  cos qS)] sl ” sin # sin ¢

T .
Ny = Ay [2 cos (g sin f sin qﬁ)] % C(;S_< gi;n;cz: ? cos 0 cos o+

9 COS (g sin 6 sin qS)

T . .
+Ap [2(:05 (5 51n9cos¢>] z | sinZfsin® cos 6sin ¢

m™ .

Ny = -4y [2 coS (g sin 6 sin ¢>] % st_< gi;n:;: Z> sin ¢+
- 9 COS (E sin 6 sin d))

+Ap [2 oS (5 sin # cos d))] P zinz G5’ e cos ¢

Il vettore di Poynting far field, mediato in un periodo, é:

&= L2 () (- Py e
2 4rr ¢ "
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04-2) Esercizio n. 2 del 16/1/2004

Con riferimento al problema precedente, graficare i diagrammi di radiazione nel piano
0 =7/2 e ¢ = /2 rispettivamente.

Per 6 = E:
2

N9(9:7r/2) =0

T 9 COS (E coS d))
Ngoe oy = —Ao [2 oS (5 sin ¢)] El—iT% sin ¢+
. 9 COS (g sin ¢>
+Ag [2 oS (5 oS d))] Em cos ¢

Il modulo del vettore di Poynting é, allora:

1 12 ) - cos(%cosmzﬁ)
ZEZ <;> AjQ — [cos (5 sinqﬁ)] msmd) +

2

(S)

m™ .
+ [cos (gcosqﬁﬂ %cosd)

Grafichiamo il fattore di forma:

i
cos (5 cos qS)
1—cos?¢

T .
cos (5 sin ¢>
1 —sin? ¢

T T . 2
~ L) M [eon (G eos9) %(ﬁ) _

= [cos (gsinqﬁ)]z [COS (g Cos ¢>]2 <_sir11¢ + COIS¢5>2

ESCAMO04 - 4

F(¢) =X — [cos (g sin ¢3>] sin ¢ + [cos (g cos qS)] cosp p =




180°

2100\

2709

7.[-.
%

Per ¢ =

™ .
4 COS (5 sin 9)
N9(¢>=7r/2> = Ao ——5

0
E 1—sin%0 €03

4 T
Ng ooy = —AOECOS (5 sin 9)

Il modulo del vettore di Poynting é, allora:

2

™ .
= %Z <i>2A(2) Mcos@ + [—cos (g sin9>]2

1 —sin?9

(S)
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Grafichiamo il fattore di forma:

( 2

[ cos (ﬁ sin 9)

F(0) = 4 #COSQ + [—cos (gsinﬁﬂz =
(L
- - 9
=9 w +[—cos (gsin9>]2 =
(L
= [cos (g sine)]2 ((305129 + 1>

00

180°
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04-3) Esercizio n. 3 del 16/1/2004

Si abbia un cavo coassiale il cui conduttore interno abbia un raggio di dimensione a
e quello esterno di dimensione b. Calcolare il valore di a, fissato b, affinché il modulo del
campo elettrico sulla superficie del conduttore interno sia minimo.

Il modulo del campo elettrico all’interno di un cavo coassiale é dato dall’espressione:

—

Vo 1
E, 0

— 0z b
lngr (a<b)

b

Per r = a ossia sulla superficie del conduttore interno, risulta:

—

Vo 1
E)|=——%

=, (@<b (1)

b

Affinché il modulo del campo elettrico sulla superficie del conduttore interno sia min-
imo é necessario che la derivata prima della (1) rispetto ad a sia eguale a zero.

a ab
mey 2l a
i %1 _VO{““ba]_VO[lnb“]_o ,
do\ wm2al (o (am®) .
b (am3) (al3)
che é soddisfatta per
a
In—-=-1
"
ossia:
lnézl
a
e, quindi per:
—=e
a
Ne segue:
b
1= -
e
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Per verificare che al valore di a trovato corrisponde un minimo del modulo del campo
elettrico, calcoliamo la derivata seconda della (1), ossia la derivata prima della (2). Si ha:

d Vo[ln%+1] :Voé(aln%>2—2(a,1n%)(1n%+1)(1n%+1>:
o\ sy )

1 (aln%)2 -2 (aln%) <ln% + 1)2

_yv .0
S ey

Ponendo ln% = —1, si ha:
a
d% Vo [In 5;21] Ve
(a1n5) (a1n3)

che é certamente maggiore di zero e quindi il valore trovato corrisponde ad un minimo del
modulo del campo elettrico sul conduttore interno.
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04-4) Esercizio n. 4 del 16/1/2004

Un’onda elettromagnetica piana si propaga in un plasma sottoposto ad un campo
magnetico nella stessa direzione di esso. Calcolare il modulo quadro della velocita degli
elettroni nel caso di onda polarizzata circolarmente destra e di onda polarizzata circolar-
mente sinistra. In quale caso e per quale frequenza il modulo della velocitd presenta un
massimo?

Riportiamo le espressioni (7.1.9) + (7.1.11) degli Appunti di Campi elettromagnetici
per le componenti della velocita di una particella carica che si muove in un plasma sotto-
posto a campo magnetico uniforme.

q —1QF; +w,E
Vyp — —
m wg — 02
q —1OF, —w,F,
Uy = m wg 02 ()
q 1
v, = — —
—12

Le (1) rappresentano le soluzioni a regime dell’equazione che descrive il moto della
particella carica in presenza di un campo magnetostatico uniforme, di collisioni e di un
campo elettrico armonico nel tempo.

Consideriamo un’onda T'E'M polarizzata circolarmente destra; essa si scrive:

B’ = (@ — i) Actko? 2)

Sostituendo nelle (1) le componenti di E ' calcolate, senza ledere le generalitd, nel
piano z = 0, si ha:

vy — q_eA—iQ—iwg _ Qe (W +9) g, -1 e 4 —i
me w2 —02 Mme (wWg+Q)(wg—Q) me wg—Q M Wy —w—iWerys
’Uy:&A_?_wgzk —(wg + Q) _ e 4 -1 _ e 4 —1‘ B
me w2—02  me (Wgt+D(wg—Q) me we—Q M. wy—w—iwesy
v, =0

(3)
L’ultima equazione delle (7.3.18) significa che la componente della velocita lungo la
direzione del campo conserva il suo valore iniziale.
Ne segue che in un generico piano z = costante si ha:

2
q 1
|v$|2 = —ezAz
mg ( w) +weff (4)
O
T A
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Riportiamo in un grafico, al variare della frequenza dell’onda, la funzione:

1
F(w) - (wg — w)2 + wsz (5)

Polarizzazione circolarmente destra

weps =1-10% rad/s
8 wy = —1-10' rad/s

F(w)/107%

0 I I I I I I I
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6

w/10"°
Consideriamo un’onda polarizzata circolarmente sinistra; essa si scrive:
/A - Zk(l)z
E" = (Z +1iy) Be (6)

Sostituendo nelle (1) le componenti di E " calcolate, senza ledere le generalitd, nel
piano z = 0, si ha:

V. — de B_ZQ + iwg Qe B i(wg — Q) _ e i _Ye B i
T = 2 2 - - :
me  wi— me (wg —Q)(wg +Q)  me wg+Q  me wy+w+iwess
Uy — qe B+Q - wg — qe _(wg - Q) — qe -1 . qe B -1

Me wg—QZ Me (wg_Q)(wg+Q) Me cUg‘}_Q_’rne wg+w+iweff

(7)

Ne segue:
2
de 2 1
vz = —5 B
” m2 " (wg +w)? +wl, )
O —
4 m2 " (wg +w)?+wl,

Riportiamo iu un grafico, al variare della frequenza dell’onda, la funzione:

1
F(w) = (wg+w)2+wsz (9)
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Polarizzazione circolarmente sinistra

1.0
wers =1-10% rad/s
0.8 wy = —1-10' rad/s

0.6
F(w)/1071¢
0.4

0.2 [

3 A

| |
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6
w/10"°

Dall’ultimo grafico si evince che, nel caso di onda polazizzata circolarmente sinistra, si
ha un fenomeno di risonanza per w = w,. Questo comporta un forte aumento dell’energia
cinetica dell’elettrone che, quindi, collidendo durante il suo moto con atomi neutri pué
ionizzarli. Questo e’ un classico metodo per la produzione di un plasma in laboratorio.
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04-5) Esercizio n. 1 del 5/3/2004

Calcolare 'efficienza e la direttivita di un sistema uniforme di due antenne a mezz’onda
parallele (21 = 1 m), alimentate in fase con ampiezza unitaria di corrente e distanti A\, se
la resistenza di perdita per unitd di lunghezza eguale per ciascuna antenna é: a) 0 ; b) 2
Q; ¢) 10 Q. Le antenne irradiano nel vuoto.

L’efficienza di un’antenna o di un sistema di antenne é definita da:
o
P, r T P, L

essendo P, la potenza totale irradiata dal sistema e Pp, la potenza dissipata per effetto
Joule.

n—1 . .
[ (0.945)% | 87n sinu sinu  cosu
= \/g 872 3 o qzzl(n — @) cos(a) w oud * u? (1)

essendo u = qkd e avendo approssimato il fattore di forma della singola antenna a quello
competente ad un’antenna molto corta.
Poston =2 e vy =0, la (1) diventa:

©(0.945)2 (167 sinkd sinkd coskd
P.= /- — 2
\[ siz 13 5"\ Thd T BB T 2 (2)

Poiché risulta kd = 27, si ha:

10 (0.945)% [ 167 1 \/ﬁ (0.945) (167 2
PT‘ = — 8 _ = — — =
\/: 872 3 om 472 e 8m2 3 * T
1 (0.945)2 16w +6 /11 (0.945)>

= ———21739=7415W 3
e 8n2 37 € 8m? (3)

La potenza dissipata per effetto Joule su ciascuna antenna é:

1 +l /
[1(z")]?dz" = §R0[§/ cos? (7;2[ > dz' =
—1

+1

1
Py, = Py, =5Ro/l
!/

Tz
1 +1 1+C0$2 2l 1 1 1 2l ’/TZ/ +1
== Rol} 2 | gy = CReIZ{ 2+ = | sin (2 _
200/_, 2 ‘ 200{2 +2[27rsm< 21)]}_,
1
21301321
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Ne segue, quindi:

7415
7415 L perfo=
P, 74.15
k= —" =) 0% 0987 perRy =20
P+ P )| Talsr1 X280 perfio
74.15
_ %20 0,937 perRy =10 Q
(741515 == Pero
La direttivitd é definita:
D 472 (Sr) max

Py

essendo P; la potenza totale fornita alle antenne, ossia Py = P, + Py,.

Poiché: )
_ e (0.945)*
(5r)maa = \/: 8m2r2 "

Do 2 [u (0.945)2  214.33
w\ eT415+ P, 7415+ Py,

si ha, per n = 2:

Ne segue, quindi:

¢ 214.33
TR 2.89 per Ry =0
214.33
D={ 220 _ o —20Q
Tiipr1 282 perko
214.33
L0 97 Ry =10 Q
| 7415 +5 == PO
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04-6) Esercizio n. 2 del 5/3/2004

Un circuito rettangolare di lato largo a = 2 e¢m e lato corto b = 1 c¢m giace, in un
piano, con il lato largo parallelo ad un filo infinitamente lungo percorso da una corrente
I =1 A. Se il circuito si allontana dal filo con velocitd costante v = 1 m/s in direzione
parallela al lato corto, scrivere, utilizzando esclusivamente le formule di trasformazione
dei campi, I'espressione della f.e.m. indotta nel circuito e calcolarne il valore quandoI la

Ho

distanza dal filo del lato largo pit vicino ad esso é d =1 cm e d = 2 em. Sia B = —2——2.
T

Y

b=1cm

g Rt S e

(vedi Esercizi di Fisica IT - es. n. 3 del 28/7/94)
Sia S un sistema di riferimento solidale al filo, ossia il sistema Ozyz. In esso si ha:

ko 1

Ew:Ey:EzZO e Bw:ByZO’Bz:_z,n.x

Sia S’ un sistema di riferimento solidale alla spira che si muove rispetto ad S.
Le leggi di trasformazione dei campi, nel caso di moto lungo I’asse = positivo, sono:
Em '= Ew Bw '= Bm
v
Ey' =vy[Ey — vB,] By/:7[3y+c_2EZ]

v
B, =~[E, + vB,)] Bz/:fy[Bz—c—zEy]

Quindi, ponendo B, = B, = 0 nelle leggi di trasformazione, esse diventano dopo aver
posto v = 1:

E,' =0 B, =0
E,' = —uB, B, =0
E, =0 B.' =B,
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Conseguentemente sulla spira agisce soltanto un campo elettrico lungo la direzione
dell’asse y e, precisamente:

po I

E, = —vB, =v——

v ? 2w x

Quindi il campo elettrico é parallelo a ciascun lato largo della spira. La f.e.m é, quindi:

ez/E_’"-df:/Ey'dy
c c

Assumendo come verso orario il verso di C, risulta:

e:vﬂza—v@ia
2 d 2rd+b

po |1 1 1o b o 4m 1077 1072
=Jlva— |- — —| =Jva— |———| =1-1-2-10 =
€ va [ ] 1)0,27T |:d(d+b)] o’ d(d-l— 10—2)

Perd=1em=—¢=2-10""V
Perd=2cm —e=6.7-10"%V
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04-7) Esercizio n. 3 del 5/3/2004

Si abbiano due antenne ad onda progressiva della stessa lunghezza (21 = A) e ali-
mentate in fase con la stessa ampiezza di corrente. I due fili giacciono sull’asse y e z
rispettivamente di un sistema di riferimento. Si determinino il vettore di radiazione ed il
vettore di Poynting del sistema.

Xz

Ponendo p = 1, le densitd di corrente sui fili sono:
TU(7) = Zlod (2)0(y)e™™*  (—1 < 2 < +1)

To(F) = §Lo8(x)8(2)e ™Y (—1 <y < +1)

Il vettore di radiazione é:

— S 1.5 =/ - —

N(.6) = [ e e T [AG) + B dbr =
14

/

—21, / e~ ker -7 5V 5 ()R dBr! + 51, / e tker T 5(1)5(2)etFY B! =
1% 1%

+1 . / . /
:2]0/ o—tkz"cosO ikz dz'—i—yj]o/
—1 —1

oo, +
:2[0/ o—tkz" (cosf —1) 4,1 +§[0/
—1 -l

H —iky'sinOsin g iky 'dy —
o—iky’ (sinfsin ¢ — l)dy’
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Quindi:

i [e—ik (cosf — 1)1 _ +ik (cosf —1)1] ,

N(Qv ?) :/Z\Iom

—ik (sinflsing — 1)1 _ +ik (sinfsing —1)1] _

2
7l
T sinfsing — 1) g
. sin[kl (1 —cosf)] . _sin[kl(1—sinfsing)]
—31y2 102
ST Zeosh) VYT ZsinOsin ¢)

Poiché:
Z=r¢€,cosfl —epsinf; Yy =e,sinfsin¢ + epcoshsing + ey cos ¢

risulta:

sin [kl (1 — cos 0)]

sin [kl (1 — sin @ sin ¢)] } N

V :2[ i i T
N(9,9) =2Io {COSQ F(l—cosp) T omOsme e g S ¢
. sin[kl (1 — cos 0)] ., sin[kl (1 —sinfsin¢)] ]
+2lo { sin 6 k(1 — cos®) +cosfsin ¢ k (1 — sin # sin ¢) cot

sin [kl (1 — sin @ sin¢)] .
k(1 — sin 0 sin ¢) °¢

+2Iycos ¢

Il vettore di Poyntingé:

a1 (kN (e 2\ ~

Si ha:

1 E\? sin [kl (1 — cos6)] sin [kl (1 — sinfsin ¢)] 1>
1 (kK e 0
2Z (47rr> 4I0{ [ sinf k(1 — cosf) T cosfsing k (1 — sin @ sin ¢) *

(S)

sin [kl (1 — sin@sin ¢)]]?
+ {cosd) k (1 — sin #sin ¢) ] }
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04-8) Esercizio n. 4 del 5/3/2004

Con riferimento al problema precedente graficare il diagramma di radiazione nel piano
xz e nel piano yz.

Per graficare il diagramma di radiazione nel piano xz, basta porre ¢ = 0° nella
espressione del vettore di Poynting. Si ha:

1 E\? sin [kl (1 —cos®)]]>  [sinkl]?
——Z | — ) 413 |—sinf —
(¢p=00) 2 (47rr> 0{ [ T (1 —cosf) } * [ k }

Posto kl = m, si ha:

(S)

(5)

: 2
lZ 1 Y [_Sinesm[w(l—cosG)]]
(¢=0°) 2 (4mr)

(1 —cos @)

Grafichiamo il fattore di forma:

P60) o) = [_ i gl (- coso)]] 2

(1 — cos @)

00

. \ Pty - - ~
. . PR ] PPTASI - ~.
- . / \ . ~
s \ ’
1 ]
~ ’
0 . / 1 \ . 0
N / H .
~ / \ -
~ 1 \ .
~ .
S~/ 1 N
-, -
~ 1

180°
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Per graficare il diagramma di radiazione nel piano yz, basta porre ¢ = 90° nella
espressione del vettore di Poynting. Si ha:

(S)

1 k2 . sin[kl (1 — cos8)] sin [kl (1 — sin6)]]°
=—7 | — ) 412 |-
(¢=900) 2 (47rr> 0 [ sin 0 k(1 — cosf) +cos k(1 —sinb) }

Posto kI = m, si ha:

. : . 2
lZ 1 42 [_Singsm[ﬂ(l — cosf)] +cos€sm[7r (1—'51110)]]
(6=90%) 2 (4mr) (1 —cosf) (1 —sin @)

(S)

Grafichiamo il fattore di forma:

. sin[r (1 — cos )] sin [ (1 — sin0)]]>
F(0)(p=900) = [— sin 6 (1= cosh) cos 0 (1= s ) ]
00

330° | 30° 0

300° Ry | S 600
2700 ; ‘ o oo 90°

. . ’ ' \ . .
- , \ - ~
~. , ! \ L
N7 N .
0 S ' \e” 0
- ] Py
R 1 - \,
’ ~ ' - \
; \
/s \

2100 ‘ 150°
180°
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04-9) Esercizio n. 1 del 30/4/2004

Si abbia un sistema di tre antenne parallele all’asse z di un sistema di riferimento,
indipendentemente alimentate ed equidistanti A/4, i cui centri siano disposti sull’asse x.
Le antenne estreme sono lunghe A/2 e 'antenna centrale é lunga A. Calcolare il vettore di
radiazione ed il vettore di Pointyng se le antenne sono alimentate con correnti stazionarie
aventi tutte la stessa ampiezza e fase.

(vedi Esercizi di Campi elettromagnetici es. n. 1 del 8/9/2003)

Sia 2[1 :2l3: % e 2[2 = A

Il vettore di radiazione di tale sistema é:

N0, ) = / J()e~ker -7 g3,

\%4

essendo J(7) la somma delle densita di corrente J1(7'), Jo(7') e J3(7') su ciascuna delle
tre antenne. Esse sono:

NP

IA
w
IA
>~ >

Jy =ZA.0 <$ + %) d(y) cos kz - (1)
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Ty = 2A50(2)0(y) sin k (3 _ |z|> Ao, ()
2 2 2
L A A A
— _ 2 <<l
Js =ZA30 (a: 4) d(y) coskz 1 S7S (3)

essendo A; = Ay = A3z = I.
Tenendo conto che:

e =T sinfcos ¢+ ysinfsin p + zZ cos

=2z +y'y+2'2

si ha
— A - o o . !
N(Q, qs) — A/Io& (xl + Z) 5(y/) coskz' |:e—zk(w sin 6 cos ¢+y ' sin 6 sin ¢p+2 0059)] dl'/dy/dZ/-‘r
\%4
+ 2/[0(5(1’/)5(?//) sink(l2 N |Z/|) [e—ik(m’sinﬂcosqb—i—y’sinesin¢+z'cos9):| da:'dy'dz'+
14
by . e .
-}-/Z\/IO(S (.’L‘/ - Z) 5(y/) coskz' [e—zk(m sin 6 cos ¢+y ' sin 6 sin ¢4z cose)] da:'dy'dz’
14
ossia: \
+h —ik <—— sinf cos ¢ + z' cos 9)
N0, ¢) = ’z\IO/ e 4 coskz'dz'+
I
+l2 " 0
+ZI0/ o—ikz ' cos sink (I — |z]) dz'+
l2
+is —ik (— sin 6 cos ¢ + 2z’ cos 9)
+ZI0/ coskz'dz’
I3
e, ancora:

A
. 44k = sin 6 cos oy
N, ¢) =zle 4 ¢/ —ikz cos0 ooyt dn 4

+12 .
—}-EIO/ e_lkz Cosesmk( —12'))dz"+
1y

coskz'dz’

A
+ EIoe_ZkZ sin 6 cos ¢ /H3 —ikz' cos 0

Dalla teoria delle antenne rettilinee, sviluppata negli Appunti di Campi elettromagne-
tici, si ha:

+1

. 2

/ e~z cosOgin k(1 — |2'|)dz’ = ——5— [cos(kl cos ) — cos(kl)]
» k sin® 0
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Ne segue:

A
. +ik—sinfcos¢p 2 T
N(O =71, 4 _ n
(0, ¢) = Zlpe 2o [cos<2c059>]+

~ 2
+ z[om [cos(m cos ) + 1]+

S
+ Eloe_lkz sinfcos ¢ k siiz J [cos (g cos 9)]

Ricordando che:
Z=-¢ercosf) —epsinf

si ha:
Ng(0,¢) =0
A
+ik—sinfcos¢p 2 T
Ny (0 =1 4 Z _
0(0, ) o€ o d [cos<2c039)]
—Jor [cos(m cos @) + 1] —
A
—tk—sinflcos¢p 2 T
— 7T 4 — =
oe Frsinf [COS (2 €08 9)]

A
2 +ik—sin 6 cos ¢ T
_ 4 il
07 ) © [cos (2 oS 9)] + [cos(mcos ) + 1] +

LA
+ e_ZkZ sin 6 cos ¢ [cos (g oS 0)] =

2 T T
— ] s T
Oksinﬁ{ [COS (2 cosH)] 2 cos (2 81n9cos¢) + [cos(m cos B) + 1] }
r =9 4nr [No[” + [Ny ) N
1 E\2 4 2
:AT‘_Z 12 z z :
“r3 (47rr> 0 k25in20 {[COS (2 €08 9)] 2 cos <2 sin ¢ cos ¢) + [cos(m cos 0) + 1]}
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04-10) Esercizio n. 2 del 30/4/2004

Con riferimento al problema precedente, graficare il diagramma di radiazione nel piano
0 = 7/2 e nel piano ¢ = /2.

Grafichiamo il fattore di forma:

Sin

F(8,¢) = %{[cos (g cos 9)] 2 cos (g sin  cos qS) + [cos(m cos B) + 1]}2

Per 0 = g si ha:
F (g,d)) = [2(308 (g cosqS) + 2]2
Per ¢ = g si ha:
F <0, ﬁ) = ﬁ% [cos (g cos 9)] + [cos(m cos 0) + 1]}2

Diagramma di radiazione per 0 = 7/2
90°

1200

2709
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iazione per

1809

Diagramma di rad

o
=}
I~
a

ESCAMO04 - 24



04-11) Esercizio n. 3 del 30/4/2004

Si considerino due mezzi dielettrici perfetti di indice di rifrazione n; ed ns. Un’onda
elettromagnetica piana, linearmente polarizzata, viaggiante nel mezzo 1 incide sulla su-
perficie di separazione fra i due mezzi. Graficare i coefficienti di riflessione R, ed R) in
funzione del rapporto ny/ns per g = 0° e 0 = 60°. Graficare il coefficiente di riflessione
totale nel caso in cui il vettore campo elettrico incidente forma un angolo di 45° con il
piano di incidenza.

Nel caso di polarizzazione perpendicolare al piano d’incidenza si ha:

2

nicosfy — \/n% — n?sin? Ay

R, =

ny cos By + y/n3 — n?sin’ 6,

Dividendo per ns si ottiene:

R,

Analogamente nel caso di polarizzazione parallela:

2

n3 cosfy — ny \/ng — n?sin® 0,

Ry =

n3 cosfy + nq \/n% — n?sin? fg

Dividendo per n3 si ottiene:

2

ni le
cosbp — —4 /1 — —; sin? 6,

l . e
cosfyg + —4/1— —;sin2 0o

E interessante calcolare il valore del rapporto mi/ny in corrispondenza del quale
I'angolo di incidenza dato dal testo (fp = 60°) sia angolo limite. Dalla definizione segue:

2
sinfy, = 2 — Imponendo 67, = 60° si ha P2 _ v3 ossia M2 1.1547

1 nq 2 Nno \/5
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Analogamente é importante determinare il valore del rapporto nq/ng in corrispon-
denza del quale I'angolo di incidenza dato dal testo (6y = 60°) sia angolo di Brewster.

Dalla definizione segue:

1
tanfp = LN Imponendo 05 = 60° si ha "~ 057735

ni na \/3

Nel caso di polarizzazione generica si ha:

R =R, sin®«a + R” cos?a =

2 2

n1 n% 2 ny n% 2

— costp — /1 — —5 sin” Oy costy — —4 /1 — —5 sin” by

») ns ») ns 9
2

sin? o + cos” o
2

ni ny . ni niy .

—cosfy+ (/1 — —;sm2 Ao cosfy + —4/1— —;sm2 Ao

essendo « ’angolo che il vettore campo elettrico incidente forma con il piano d’incidenza.
Per 6, = 0° risulta:

)P
_ | N2
UP)
oM
_ na
S
UP)
1.0
0.9
0.8
0.7
(R1)g,—00 gg i
(Bi)gymo0
0.3
0.2 +
0.1+
0.0 e T T I
0 1 2 3 4 5
nl/nz
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Per 6y = 60° risulta:

(RL ) 0o =600

1nq 3n
2
(RJ-)90:600 = 2 i
Ina [, 3mi
2 ny 4
1 n 3n
2
(Rll)eozeoo - — -
Lom [ 3n
2 no 4 n?
1.0
0.9
0.8 1
0.7 1
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1
0.0 g |
0 1 2
Riflessione na/ns
totale
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(Rll)eozsoo

1.0

0.9
0.8
0.7 1
0.6
0.5
0.4 1
0.3
0.2 1
0.1
0.0

0

0.04
0.03

(R||)90:600 0.02

R9,=600)

0.01
0.00

?’ll/?’lz

Dettaglio (R)) 60600

Brewster

/\
I
0.3 04 0.5 06 07 08 09 10 1.1

nl/nz

R= 2 |(Rl)g,—g00 T (R”)QO:GOO]

l\3|'—‘

1.0
0.9 1
0.8
0.7 7
0.6
0.5
0.4 1
0.3
0.2 1
0.1
0.0

—
DN
w
W~
ot

?’ll/nz
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04-12) Esercizio n. 4 del 30/4/2004

Un disco di rame di 10 em di raggio ruota attorno al suo asse di simmetria normale al
piano del disco compiendo 3600 giri al minuto. Il disco é immerso in un campo magnetico
uniforme di induzione magnetica pari a 21072 Wb/m?, la cui direzione forma un angolo
di 30° con il piano del disco. Calcolare, utilizzando le leggi di trasformazioni dei campi, la
differenza di potenziale indotta fra il centro del disco ed il suo bordo.

]l

Supponiamo di scegliere il sistema di riferimento S in maniera tale che il campo di
induzione magnetica giaccia sul piano xy.

Nel sistema S in tutti i punti del disco si ha:

B, = Bocos30°; B, = Bysin30°; B,=0

Scegliamo un sistema di riferimento S’ solidale al disco con ’asse 3’ = y e consideriamo
I'istante in cui l'asse 2z’ coincide con 'asse z. Tutti i punti del disco che si trovano sull’asse
z si muovono verso l'asse x = 2’ con velocit v = wr. Applichiamo in tali istanti le
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B! = B,
’ v
E! =~[E, — vB,] B, =~y [By + C—ZE]

r v
B, =~ [Bz _ c—zEy]

Ne segue:
E,=0; Ez// =0; E.,=~vBysin30°
R 1 R 1,
fem.= / —yvBydz = —’yBO27rf/ rdr =vBorf-R
0 2 2 0 2
3600
Posto vy~ 1, f = o 60 sec™ !, segue:

fem.=18.84mV
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04-13) Esercizio n. 1 del 25/6/2004

Una guida d’onda rettangolare, riempita d’aria, ha le dimensioni a = 3 cm e b =
1.5 em. Se la frequenza operativa corrisponde a quella della meta della banda relativa al
modo T E1g, calcolare la massima potenza che pué essere convogliata all’interno della guida
senza causare il breakdown del dielettrico. La rigiditd dielettrica dell’aria é 3 M'V/m.

La frequenza di cutoff competente al modo T Fg é:

_ 5 109 H

“TE1o 2a
La frequenza di cutoff competente al modo immediatamente superiore T Fyq é:

_om e g g,

Yeren = 95 T g
in quanto, come é dato dal problema, b = g.
Pertanto la frequenza di mezzo della banda é:

Vop = 7.5-10° Hz

L’espressione del campo elettrico in una guida rettangolare eccitata nel modo T'E,,, é:

WL PT . PTT ATy Bz iwt
E,=—-—A———sin——cos —e¢ e
Y h? a a b
Per il modo T F risulta:
E, = —A% sin 7T—gve_iﬁzemt

T
essendo hig = —.
a

Il valore massimo del modulo del campo elettrico é, allora:

W
|Ey|ma,a: — AT

Valutiamo il valore della costante A imponendo la condizione estrema che:

|Ey |maw — EbTea,kdown

ossia: wis
T _3.10°
h
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Ne segue:

2 -7.5-10% - 47 -10~7-3-10"2 3-106
AT il —3.100 = A= — 5305.165
T 1807

Dagli Appunti di Campi elettromagnetici si ha che la potenza convogliata in guida
competente a modi T'F1¢ é data dalla seguente espressione:

/112 _ h2
Prp,, = 4**F u;heéu “ab
10

Si ha:

2
\Jw2ep — b2, :\/47r2 ((7.5-10°)2 - 8.854- 10712 - dr - 107 — 7{0_4 =

= V13741.43 = 117.22

Quindi:
2m - 7.5-109 - 4w - 1077 - 117.22
Preg, ... =(5305.165)> T il 5 45.107% =
4.7
9-10—4

~ 1.9537- 10

= 451074 =2-10W
4.3865 - 104 S
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04-14) Esercizio n. 2 del 25/6/2004

Un’onda elettromagnetica piana di frequenza v = 3 G Hz viaggiante in aria incide
secondo la direzione della normale, sulla superficie di un mezzo di parametri costitutivi
o=0, u. =1eel, =2+ 1i2. Calcolare il coefficiente di riflessione.

Il secondo mezzo pud essere considerato un dielettrico con costante dielettrica com-

plessa. Il coefficiente di riflessione per incidenza normale si scrive, allora

2
/e / /
RQO —g0 = \/_ 7'2 6
Vo + 1+\/ 3
€0y

E conveniente calcolare la parte reale e la parte immaginaria di /

Poniamo:
ny +in; = /€],

Elevando al quadrato:

2 : 2 _ 1 _ :
n, + 2inn, —n; =€, =2 +12

che é equivalente al sistema di due equazioni:

nZ—n?=2

' (3
nin,. = 1
Dividendo membro a membro:
e T _ 2
n’lr n?"
.. . . Ny
Moltiplicando per ciascun termine per —:
n;
2
n Ny,
_’2" —_1=92=
n; n;
Ordinando: )
n Ny
—g —2——1=
da cui: n
-
L =1+V2
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essendo n, e n; positivi.
Moltiplicando per la seconda equazione del sistema, si ha:

n%zl—i-\/é

e, dalla prima:
n?=—1+ V2

nr:\/1+\/§ e ni:\/—1+\/§

ossia:

Ne segue, quindi:

1— (ny +ing)|” 1—\/1+\/§—i\/—1+\/§2_

L+ (n, +in;) L+ V1+V2+iV/-1+v2

:<1—\/1+\/§—z'\/—1+\/§> (1—\/1+\/§+i\/—1+\/§>
1+ V1I+V2+ivV-1+v2) \1+V1+V2—ivV-1+2

C142V2-2y1+V2 072088 B

TN Wiy BT = 0.10393 = 10.39%

E utile esprimere il coefficiente di riflessione in dB.

Ry,=00 = ‘

Rg,—00 (dB) =10 - log,5(Rg,—0) = 10 - log;,(0.10393) = —9.8326 (dB)
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04-15) Esercizio n. 3 del 25/6/2004

Determinare l'efficienza di un’antenna filiforme lunga 3 m ed eccitata ad una fre-
quenza di 10 M H z, sapendo che la sua resistenza ohmica per unitd di lunghezza é Ry =
0.1 Ohm/m.

(vedi es. n. 3 del 1/2/2002)

L’efficienza k di un’antenna é:

— PT
"T P i,

2 27l 3-107
Cominciamo con l'osservare che kl = —7Tl _mr_T =0.1m.
A c 3-108

Si ha, inoltre:

1 i 1
H:§%/‘H@N%%e Py = S Ro|lo*
-1

Calcolo di Pj,

1 + 1 1 — cos 2k(1 — |2
11:5&/‘ﬁ$§ML4MM/:§&ﬁ/‘ ws; 127D g,
—1 -l

Si ha:

+1 0 +I
/ cos 2k (1 — |z’|)dz’:/ Cos2k(l+z')dz'+/ cos2k(l — z")dz" =
—1 —1 0

:é%bm2k0+z@ﬂl—é%bm2ﬂl—zﬂ;l:é%bm2m+ﬁm2M]:Smfkw
Pertanto:
f@:?mggﬂ—im@mfm:&mﬁ(m—ggﬂ»:i&@ &f%%Q
)
Si ha: .
A:S::%{£7:3onl e  sin(2kl) = 5.8779 - 107
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Pertanto:
1 5.8779 - 1071 1 _
Pp = ZRofg 35— | = ZRofg -1.9351 1071
30

Calcolo di P.

Dagli Appunti di Campi elettromagnetici si ha:

P, —\/E io {€+n(2k) - Ci(2k1) + Sin(;kl) [Si(4k1) — 28;(2k0)] |+
N \E i_(;r { cos(22kl) [C + In(kl) + C;(4kl) — 2C;(2k1)] }

E conveniente esprimere la formula della potenza irradiata in funzione di Cy,(z), per
mezzo della formula:
Ci(x) = C +1n(x) — Cjp ()
I2 2
P - \/ﬁ {Gin(2ht) + SINCKD 1. (4kt) — 285(2kD)] =
€dm 2

+\/gg{cos(;k‘l) [C' + In(kl) + C + In(4kl) — Cin (4kl) — 2 (C + In(2kl) — Cyp, (2k1))] }

Semplificando:
12 in(2
P, :\/E 50 1 Couort) + 22 1, 4p1) — 25, (200)] }+
€ 4w 2
Hj_g cos(2kl) ., .
+\[ {5 [~ Cin(4k1) + 2Cin (2K1)] |

Dalle Tavole del Formulario si ha:

Si(2kl) = S;(0.27) = 0.6147001

S;(4kl) = S;(0.47) = 1.1514774
Cin (2kl) = Cin (0.277) = 0.0970867
Cin (4kl) = Cin (0.47) = 0.3697010
noltre: sin(2kD)  sin(0.27) B
5 = 5 = 2.9389-10
cos(22kl) _ cos((2).27r) 40451 10-1

ESCAMO04 - 36



2
P, :\/E4—0{0.0970867 +2.9389 - 10~ [1.1514774 — 2 - 0.6147001] +
€ aTm

+4.0451 - 1071 [—0.3697010 + 2 - 0.0970867] }

2
P. = \/EI—O -3.1833-1073
€ drm

L’efficienza dell’antenna é, quindi:

I2
\/E—O -3.1833-107°
€ 4m
B0 318331072 + - RoI2-1.9351- 10"
€ 4w 4

B 9.5434 - 102 — 0.95175
0 9.5434-10—2 + 4.8378 - 103 =

In definitiva:
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04-16) Esercizio n. 4 del 25/6/2004

Un segmento rettilineo di filo, di lunghezza a, si muove con velocita v, parallelamente
a un filo rettilineo molto lungo percorso da una corrente I. Utilizzando le leggi di trasfor-
mazione dei campi, calcolare la f.e.m indotta fra le estremitd del filo corto. Il modulo del
po I

campo di un filo infinitamente lungo é B = 9 7
Tr

v

Scegliamo il seguente sistema di riferimento con ’asse z coincidente con il filo percorso
da corrente:

z
® B ®
|-<—a,—>|-<—b—>-1_
7 —
;

®4®/—>y

Il filo e la barra giacciono sul piano yz; in tal modo il campo di induzione magnetica
generato dal filo é diretto lungo ’asse x negativo, ossia:

Consideriamo un sistema di riferimento S’ solidale con la barra in moto, che abbia
gli assi paralleli a quelli del sistema S solidale al filo, con ’asse z’ coincidente con 'asse z
e che si muove rispetto a S lungo ’asse z positivo.

Scriviamo le leggi di trasformazione dei campi:

v

B, =9[E, - v By B =[B, + c_gEy]
v

E, =v[E, +vB,] B, =v[B, — ng]

E'z=F, B! =B,
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I
E,=E,=E,=B,=B,=0 e Bm:_g_oﬂ
mly

Inoltre, poiché la barra si muove lungo 1’asse z negativo é necessario cambiare v in -v.
Ne segue che, rispetto al sistema solidale alla barra, risulta, dopo aver posto v = 1:

po Tv
E! = —uB, = +20~
A =

Pertanto la forza elettromotrice indotta ai capi della barra é:

—b —b
L T T
GZ/El'dl/:/ /2110 Udy:/ ,U’O v y
l —(atb) 27 [y] —(a+b) 2T Y

Posto t = —y si ha:

a+b 1'
EZ/ ﬂ—Udt:@h]ln e+b
y 2wt 2r b
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04-17) Esercizio n. 1 del 23/7/2004

Tre dipoli a mezz’onda sono sistemati come in figura. La distanza fra di essi é d = \/2.

I coefficienti ag, a1 e as rappresentano le ampiezze delle correnti. Determinare 1’espressione
del vettore di Poynting.

z
ap a2
L|_,
a1 Yy

XL

Il vettore di radiazione di tale sistema é:

N(9, ¢) = / T e~ ther -7 g3y
14

essendo J(7) la somma delle densita di corrente Jo(7'), J1(F') e Jo(7') su ciascuna delle
tre antenne. Esse sono:
SR A A
Jo = Zaod (z) 6(y) coskz 1 <z< 1 (1)
S A A
J1 =Za16(x —d)d(y) coskz — 2 <z< 1 (2)
> A A
o = zad(x)d(y — d) cos kz 7 <z< 1 (3)

Tenendo conto che:

e, =T sinfcos¢ + ysinfsin ¢ + Zcos

=2z +y'y+2'2

N0, ¢) = E/ao5($/)5(y/) coskz' [e‘ik(m’Singcosd’ﬂlsmgsmd’“’Cosg)] dx'dy'dz"+

+E/a15($/ . d)5(y') coskz’ [e—ik(m'Sin9cos¢+y'sin951n¢+z'cosQ):| d:L"dy’dz’+

+7 a25($')5(y' . d) coskz’ [e—ik(m'Sin9cos¢+y'sin951n¢+z'cosQ):| d:L"dy'dz’
|4
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+1 . ’
e tkz"cost oo, "+

N (0, ¢) = Zag /

-l

. . +I .
+2a16—zkdsm9cos¢/ e_lkzlcosgcoskz’dz’+
-1
Ldsin O s +l ! 0
+ Sagethdsin smqﬁ/ o lkz cost o r. 10,0
—1

Dalla teoria delle antenne rettilinee, sviluppata negli Appunti di Campi elettromagne-
tici, si ha:

+ 2 ™
/ e—zkz Cosgcoskzldz/: — cOoS (—COSQ)
. k sin® 0 2
Ne segue:
N (0, 6) = 20— cos (5 cos0) +
OksinZ0 2
= —ikdsinf cos ¢ 2 (W )
+ Zaje " ————cos|—=cosO)+
! ksin? 6 2
~  —ikdsinfsing 2 (” )
+ Zase " cos | — cosf
2 ksin? 0 2
ossia:

. 2 . . . . .
N9, ¢) = 2—=— cos (E cosG) [ao +ae ikd sin 6 cos ¢ ¥ age ikd sin @ sin ¢
k sin” 0 2

Ricordando che:
Z=-¢e,cos0 —epsinf

si ha:
Ny (0, ) =0
_ T —ikdsin 6 cos ¢ —ikd sin 6 sin ¢
Ny(0,¢) = P coS (2 coS 9) [ao + are + aqe ]
§—alz( 2(|N|2+|N D
" "2 4mr o ¢
Sl EN 2 (fcose) [a + gie—ikdsinOcosg | e—ikdsmesiw] i
"2\ drr k sin 6 2 o 2
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04-18) Esercizio n. 2 del 23/7/2004

Con riferimento al problema precedente, graficare i diagrammi di radiazione, nel piano
0 = 7/2, nei due casi: a) ag =a; =az =1;b)ag=2ea; =ay=1.

Grafichiamo il fattore di forma:

1 W o I
F(0,¢) = mcos2 (5 (:059) ‘ao T ae de81n9(:os¢+a26 ikd sin 0sin ¢
Per 6 = = si has
2
. o
F <g7¢> = ‘ao —}-a,le_zdeOS(ﬁ_i_aze—lkdsm(ﬁ

Per ¢ = g si ha:

1 P
F (9,E> = —— cos’ (E cosG) ‘a0+a1 + age 1kdsin
sin” 6 2

a)aozalzagzled:)\/2

F (g’d)) _ ‘1+e—i7rcos¢+e—i7rsin¢‘2

1 . . 2
F (9, z) =5 cos> (z coS 9) ‘2 + e—msmﬁ‘
2 sin” 6 2
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——————— S.Barbarino - Fsercizi svolti di Campi Elettromagnetici ————————

0=m/2

/2

iazione per

Diagramma di rad

:(Ll:agzled:

a) ap

90°

120°

2709

/2

¢
/2

iazione per

Diagramma di rad

—ay=as=1led=

ao

00
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b)a0:2,a1:agzled:)\/2

P (g7¢> _ ‘2+€—i7rcos¢ +6—i7rsin¢ 2

1 s . 2
F (9, E) = Tcos2 (E cosﬁ) ‘3-}-6 i sin ¢
2 sin” 6 2

Diagramma di radiazione per 6 = 7/2
a) ap2, a1 =ay=1ed=\/2
90°

2709
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——————— S.Barbarino - Fsercizi svolti di Campi Elettromagnetici ————————
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04-19) Esercizio n. 3 del 23/7/2004

Una radiotrasmittente, posta in aria, irradia microonde di frequenza v = 10 GH z;
essa deve essere protetta da un 'radome’ ossia da un involucro di dielettrico di costante
dielettrica € = 4¢y. Calcolare lo spessore dell’involucro affinché la radiazione emessa sia
tutta trasmessa. Se la frequenza operativa varia dell’1% del suo valore nominale, calcolare
il coefficiente di riflessione del radome.

L’indice di rifrazione dell’involucro é pii grande dell’indice di rifrazione del terzo
mezzo (aria). Quindi affinché la radiazione venga tutta trasmessa attraverso il radome, lo
spessore dello involucro deve soddisfare alla relazione:

0 .
nod = mz con m pari
da cui:
Ao .
d=m— con m pari
4’[12

Poiché risulta A\g = ¢/v = 3-108/10'% = 3-1072 m = 3 cm, il minimo valore dello
spessore, che si ha per m = 2, risulta:

3-1072
min = 2———— = 0.
d ) 0.75 cm

Il coefficiente di riflessione di una lamina piana dielettrica fra due mezzi dielettrici
perfetti é:
B2 (r12 +7a3)? — 4riarag sin® Bod

R = =
|E2|2 (1 + 7'127"23)2 — 4rq97r93 sin? Bad

(1)

essendo d lo spessore della lamina, e:

ny —no ng —ns3
rio = — = —0.3333, 193 = —— = +40.3333
n1 + No ng + n3

Se la frequenza della trasmittente é sintonizzata a 10 GH z, risulta:

27rn2 )\0
m—
)\0 4’[12

sin Bod = sin? ( ) =0 con m pari

e, quindi, la riflettivita, essendo r15 = —ro3, é nulla come peraltro avevamo imposto.
Se, tuttavia, la frequenza della trasmittente varia, sin? Sad # 0 e, quindi, la riflettivita
sara diversa da zero.
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Sia v {, la nuova frequenza emessa dalla trasmittente; essa, come richiesto dal testo, é:

1.01vy
vy =vo+0.0lrg = v5(1 £ 0.01) = {
0.99V0
ossla: \
c 0
= = 0.029703
L 1.01v,  1.01 mn
AO - I/_/ - C )\0
0
= = 0.030303
0.990 0.9 "
In tal caso, per m = 2:
sin2(1 017m) =9.866358-10"% per A= ﬂ
. 2 .y . of2mn2 Ao . of Mo ' ' P 07 1.01
sin” 3 5d=sin —m— | =sin’|T— |=
sin®(0.997) =9.866358- 10 per Aj= 0.99
La riflettivita é, rispettivamente per le due lunghezze d’onda:
, T1SP p g
4-(0.3333)%-9.866358 - 104 B 0.00043842 55510~
[1—(0.3333)2]2 +4-(0.3333)2-9.866358- 104 ©0.79016 + 0.00043842 ~ ———
R’ =
4-(0.3333)2-9.866358 - 104 0.00043842 55510~

[1— (0.3333)2]2 + 4-(0.3333)2-9.866358- 104 _ 0.79016 + 0.00043842
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04-20) Esercizio n. 4 del 23/7/2004

Con riferimento al problema precedente, calcolare la banda di frequenze operativa
dentro la quale il coefficiente di riflessione del radome si mantiene al di sotto di —30 dB.

Dalla (1) del precedente problema si ha:
R(1 4+ r12723)% — (12 + 1a3)? R[1 — (0.3333)%)? B

.2
d — — —
sin” 2 Ar12723 (R — 1) 4(0.3333)2(1 — R)
R 0.79016 R
(1 — R) 4(0.3333)2 (1-R)

Supponiamo di cambiare la frequenza; in tal caso la costante di propagazione 3’ si
pud scrivere:

B = P2+ B

Pertanto:
sin 8'd = sin[(B2 + 02)d] = sin Bad cos §Bad + cos Bad sin §B2d
Poiché sin fod = 0 e cos B2d = 1, risulta:
sin B'd = sin § B2d

La (2) si pud, quindi, scrivere:

sin? 6 B2d = 1.7814

(1-R)
Per R = 30 dB risulta 10log;q R = —30 ossia R = 1073
Quindi:
sin? 08ad = 1 7814L =1.7831-107°
T S 10-%)
Poiché, certamente, §fad << 1 si pué porre sin® 6f2d ~ (652d)2.

Pertanto:

2
(6Bod)? = (5—wnd> =1.7831-107° = (6—wnd> =4.22-1072
C

C
da cui:
c 3108
dw=—-422-1072= ———.4.922.10"2 =8.44-10% rad
YT d 0 2.0.75-10-2 0" =8 0% rad/s
ossia:
dw 8
v = 9 = 1.34-10% = 134.4 M H~
- lod.a MHZ

Pertanto la larghezza di banda é:

Av =20v = 2683.8 MHz
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04-21) Esercizio n. 1 del 10/9/2004

Si desidera progettare una guida d’onda rettangolare il cui lato corto sia pid piccolo
della metd del lato lungo, riempita d’aria, che abbia le seguenti caratteristiche: a) deve
operare solo nel modo TE1g; b) la frequenza operativa che é di 12 GHz deve giacere nella
posizione di mezzo della banda del modo e c) in essa deve viaggiare la potenza di 103 W che
é la massima potenza compatibile con il breakdown dell’aria (|E|preakdown = 3 MV/m).
Calcolare le dimensioni della guida d’onda.

(vedi Esercizi di Campi elettromagnetici - Es. n. 1 del 25/6,/2004)
L’autovalore del modo TF in una guida rettangolare (a > b) é:

h2 B p27'['2 N q27T2
TE — CLZ bz

Consideriamo soltanto i primi modi che si possono propagare in guida.
I loro autovalori sono:

1) Modo TE1g = hjp,, = —

2) Modo TEg = hip,, = -

9 42
3) M odo TE20 — h’TE'20 = ?

Se b é < a/2 l'autovalore competente al modo T E3g é minore di quello competente al
modo TE(H.

Le frequenze di cutoff corrispondenti ai primi due modi che si possono propagare in
guida sono:

h c c c
1) Modo TEp = Vey,, =~ = 5= = o
hrE,,c c 2t ¢
2) Modo TB2 == Verp,, = —5 = = 5~ = =

avendo posto n = 1 in quanto la guida d’onda é riempita d’aria.
La banda del modo é, allora:

1 1
Av =Verp, — Verp, =€ <E - %>

Imponendo che la frequenza operativa f,, coincida con il punto di mezzo della banda

del modo si ha: A . . ;
v c c c

op — Ve > T 5. o\ T o ) T 4, 1

Jop = Vers,, + 2 2a+2 (a 2a,> 4a (1)
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3c 3-3-108
= = = 0.01875 m = 1.875
T 4f, 412109 = =
L’espressione del campo elettrico in una guida rettangolare eccitata nel modo T'E,,, é:

B, ——A Wy pmwo. prx @e_wzeiwt

— sin —— cos
2
hip B, @ a
Per il modo T Ep risulta:
wp . T _j ;
E,=—-A sin —e ZBZeZWt
hTEm a

T
essendo hrg,, = —.
a

Il valore massimo del modulo del campo elettrico é, allora:
wpt

E maxr — A
| y| h/TE'IO

Valutiamo il valore della costante A imponendo la condizione estrema che:

|Ey|maac = |E|breakdown

ossia:

A= hTEm |E|breakdown
W
Dagli Appunti di Campi elettromagnetici si ha che la potenza convogliata in guida
competente a modi T'F1¢ é data dalla seguente espressione:

2 _ h,2
A2w,u,/w €eu TE, )

a
2
4hTE10

Prg,, =

Sostituendo 'espressione di A precedentemente trovata, si ha:

\Jwrep — hig )

_ 2
PTEIO - |E|breakdown 4 a
wt
da cui:
b— dwpPrp,,
2 [, 2 _ h2
|E|breakdown WoEH hTEloa’
Si ha:

2
Jwep — h2 =4 [4x2 - (12-10%)2 - 8.854 - 10-12 - 47 - 10-7 — — ' — 187.558
wiep — hy \/” ( ) i (0.01875)2

Quindi:
4-2m-12-10% - 47 - 1077
T 91012 - 187.558 - 0.01875
Per Prg,, = 10> W = b= 1.197 - 107° m

Prg,, = 1.197-10"%Prp,,
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04-22) Esercizio n. 2 del 10/9/2004

Con riferimento al problema precedente, ripetere i calcoli nel caso in cui la massima
potenza sia 10* W, 10° W e 10 W.

Per Prg,, = 10* W = b= 1.197-10"* m

Per Prg,, = 10° W = b= 1.197- 10> m

Per Prg,, = 10° W = b= 1.197-10"2 m

Poiché al massimo b pué essere eguale a a/2 = 0.009375 m = 0.9375 ¢m la massima
potenza che pud essere convogliata in guida é:

0.009375

~ . 5

PTEIO mar
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04-23) Esercizio n. 3 del 10/9/2004

Una piccolo avvolgimento costituito da N = 10 spire di raggio ro = 5 cm viene
utilizzato come antenna ricevente. KEsso dista 10 Km da un dipolo a mezz'onda ed é
orientato in modo tale che il flusso del campo magnetico, generato dal dipolo, attraverso
la sua superficie, risulti massimo. Calcolare la f.e.m. massima indotta nell’avvolgimento
quando la potenza di eccitazione del dipolo é 5 W e la frequenza é f = 27 M H z.

(vedi Esercizi di Campi elettromagnetici - Es. n. 2 del 4/12/1993)

Il campo elettromagnetico far field generato da un dipolo a mezz’onda orientato lungo

lasse z é:
T
ikr COS | —cosf
- . e’ ( ) —i
E = —691\/ﬁ I 2 et

€ 2nr sin @

; cos <7T cos 0)
6zkr 5

H — _ 5.4 I —iwt
Co? omr ° sin 0 ¢
dove €4 ¢ uscente dalla pagina. La potenza emessa ¢
I2
p= [H020q 9 (1)
€o 4m
La parte reale di H ¢
. I, 08 (g coS 0)
R(H)=—¢ in(wt — k
(H) ‘e 27r sin 0 sinfw )
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Il campo di induzione magnetica B é, allora:

T
—cosf
. . A [0MOCOS<QCOS ) '
B=puH = — t—k
. “onr sin 6 sin(w 2

Affinché il flusso del campo di induzione magnetica attraverso la superficie della bobina
sia massimo deve deve essere § = —.

Per tale valore dell’angolo 0 si ha:

— 1,
®(B) = NBS = Nnr 20,uo sin(wt — kr)

0 2mr
ed anche 5% ]
f.eem = i —~N7r} (;:T'I:O cos(wt — kr)

La formula del flusso ¢ stata ottenuta considerando la spira piccola (rg < r) cioe

ritenendo B costante su S.
o Towpio

0 omp

|f.e.m.|max = N7
Dalla (1) segue:

AP
=T 01377 = I, =037 A

1.21, /K2
€0

50.37 21 - 27-10% - 47 - 1077
27 - 104

Ne segue in definitiva:

|f.e.mmax = 10 -7 - (5-1072) =9.86-10"° V = 98.6 uV
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04-24) Esercizio n. 4 del 10/9/2004

Un sistema uniforme di quattro dipoli a mezz’onda, alimentati indipendentemente ed
in fase, sono disposti come in figura:

z
2l
d
o o S
|d dI z
d
—

Sia d = A\/2. Determinare il vettore di Poynting e graficare il diagramma di radiazione
nel piano 6 = 7 /2.

Il vettore di radiazione di tale sistema é:

N, ) = / J(7)e~ker -7 g3,

v
essendo J(7') la somma delle densita di corrente Jy (7'), Jo(7'), J3(7') e Jy(7') su ciascuna
delle quattro antenne. Esse sono:
J, =240 <x+5> S(y)cosks — 2 <z (1)
2 4 4
PN A A A
Jo =TAN(y)d (z — 5) coskr — 1 <z< 1 (2)
P A A A
J3 = ZA (az—§> d(y) coskz 1 <z< 1 (3)
> A A A
Jy =TAN(y)d (z + 5) coskr — 1 <z< 1 (4)

Tenendo conto che:
e = Tsinfcos ¢+ ysinfsin ¢ + z cos

—/ ]~ ]~ 1~
T =rr+yyt+zz
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si ha:

N(9,¢) — E/Aé (.’17/—|- 5) 5(y') coskz' [e—ik(m'sin9cos¢+y'Sin951n¢+z'c059)] d:L"dy’dz’+
v

—|—5§/A5(y')5 <Z/ . é) cos kz' [e—ik(w’sinecosdﬂ—y'sin9sin¢+z’cos9)] dz'dy'dz"+
2
\%4

+/Z\/A5 (.T/ . i) ()-(y/) coskz’ |:e—ik(m'Sin9cos¢>+y'Sin98in¢+z'c089)] da:'dy’dz’+
2
v

+ 7 A5(y')5 <Z/ + %) coskx' [e—ik(w’sinGCOSdH—y'sin9siﬂ¢+z’cos9)] dl'/dy/dzl
\%4
ossia:

A
N0, ¢) = ZAetik} sindcos /

Y ikz! 2 I
e "E SV coskz'dz 4+

>

A

. 4
+§Ae—zk%cos9/ e

Ly
—ikz s1n9cos¢coskx/d$/+

>

A
+ gAe—ik% sin9¢305¢>/4

. !
e—zkz COSQCOS kZ/dZ/—l—

>

A
+§Aeik%cos€/4 6—ikm'sin9cos¢>

cos kz'dx’

>

In definitiva:

A
N(0, $) = 22A cos (k% sin 6 cos ¢ /

. '
e ikz COSQCOSkZ/dZ/—}—

B>

A
4

. A e
+ 22A cos <k§ cosQ)/ etk sinbcosd g fq ! !
A
-2

Dalla teoria delle antenne rettilinee, sviluppata negli Appunti di Campi elettromagne-
tici, si ha:

T 2 ™
/ e~ thz cost g krdy = cos( )

— —cos 0
2 ksin® 0 2
e
3 . 2 ™
/ e—zkw s1n9cos¢COS kr'de' = — coSs (— sin 0 cos d))
Y k(1 — sin? 6 cos? ¢) 2
Ne segue:

Sin

= 2
N(0,¢) = 22A———=—cos (g oS 9) oS <k% sin 6 cos qS) +
+ 724 2

T, A
1= R — 2 coS (5 sin 6 cos qS) coS <k§ coS 9)
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si ha:

2 cos ) cos ¢ T A
Ny(0, ¢) :2Ak(1 o heos? 9) cos (5 sin 6 cos qS) cos <k§ cos 9> —

2sinf T A
—2A———cos (5 coS 9) coS <k§ sin 6 cos d))

k sin
2sin ¢

Ny(0,9) =—2A
+(9,9) k(1 — sin? A cos? ¢

T A
) coS (5 sin 6 cos qS) coS <k§ coS 9)

So=oiz (-t 2(|N|2+|N )
r =63 -

2 dmr o ¢
Piano 6 = /2

2 A 2
|N9|%9:7r/2) = ‘_214% cos <k§ cos d))

2sin ¢ 2

2 — |- T
|Ng|p_ —‘ 2Ak(1—cosz¢) cos(2c05¢>

2
Sr(o=n)2) =Cr=Z <i> (;2 [0052 <k%cos qS) + — 25 cos? (g cos ¢)] =

Sin

2
16A2 1
=e, =7 <i> (;2 [0052 (7 cos @) + -~ cos? (g oS ¢3>]

Grafichiamo il fattore di forma:

F(¢) = cos® (mcos ¢) + sin12 ; cos’ (g cos ¢>
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04-25) Esercizio n. 1 del 29/9/2004

Una lamina piana, posta in aria, ha indice di rifrazione n, = n; = 2.28. Calcolare il
coefficiente di riflessione, per incidenza normale, se il rapporto d/Ag = 0.05.

(vedi Esercizi di Campi elettromagnetici - es. n. 4 del 22/11/2003)

Per la valutazione della riflettivita valutiamo le seguenti quantitas:

[(n1 — ny)(ne — ng) — n?] [(n1 + n,)(ne + ng) + n?] + nZ(ng — nq)?

R(riarss) =
( 12 23) [(nl + nr)(n’r + ns) —+ n$]2 + n?(n?, - Tbl)z

2n;(n3 — n1)(ning + n2 + n?)

[(n1 + 1) (- + n3) +n2]° + n2(ng —n1)?

S(riarss) =

§R(T‘12T23) =
_[(nl — ny)(ny —n3) +nf] [(nl + n,)(n, +ng) — nf] +nZ(ny — 2n, + n3)(ny + 2n, + n3)

- [(n1 +np) (nr + 13) = n2]” + n2(ny + 20, + ng)?

%(T127‘23) =
_ni(ny = 2n, 4 n3)[(n1 + ny) (0 + ng) —n7 ] —ni(n1 + 20, + n3) (n1 — 0y ) (ny — ng)+n7]

[(n1 +ny) (0 + n3) = n2]” + n2(ny + 20, + ng)?

Inoltre:
(n1 —n,.)? + n? (n. —n3)?2+n

= L Il =
(n1 +ny)? 4+ n; (n, +n3)%>+n

EENIER N

|7"12

11 coefficiente di riflessione risulta:

d
—éﬂn¢—> d d —<87TTL¢—>
7122 +e Ao [2%(r12r§3)cos@7mr o ) —2%(r12r§3)sinéﬂnr—)\ )] +|raz|%e Ao

0 0

R=

d
I+e Ao |:2§R(7'12T23)C03@7Tn1")\_> —2%(7“127“23)8111@#%)\—)]+|7“12|2|7“23|2€ Ao
0 0

Per n,, = n; = 2.28, si ha:

[(1—-2.28)(2.28 — 1) — (2.28)%] [(1+2.28)(2.28 + 1) + (2.28)%]

R(ri2rs3s) = B
(r127r35) [(1+2.28)(2-28 + 1) + (2.28)2]”
—6.8368
_ 68368 ) osa
15.9568 0428
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I(riar35) =0
§R(7"127“23) =
[—(1—2.28)24(2.28)2][(1 4 2.28)% — (2.28)%] +(2.28)%(2 — 2-2.28)(2 + 2-2.28)
[(1+2.28)2 — (2.28)2]% + (2.28)2(2 + 2 - 2.28)? a
_(8.56)(5.56) +(—87.3) _ —67.5064
 (5.56)° + (223.706)  254.6196

= —0.2651

%(T127‘23) =
2.28(2—2-2.28)[(1 4 2.28)% —(2.28)?] —2.28(2 + 2 - 2.28) [- (1 — 2.28)2+(2.28)?]
N [(142.28)2 — (2.28)2]” 4 (2.28)2(2 + 2 - 2.28)2

(—32.4526) — (53.2462)  —85.6988

= = = —0.3366
(5.56)° + (223.706) 254.6196
sl = (1—2.28)%+(2.28)>  6.8368 0.4984
M2l T (1 228)2 1 (2.28)2 159568
raal? = (28— 1)+ (2.28)° _ o
"Bl T 0281 1)2 4 (228)7

11 coefficiente di riflessione é allora:

(0.4284) -7 22855 )[ (—0.8568)cos{ir - 2.28 4| +(0.4284) o225
R_

1+e {4"“8_)[( 05302)cos@7r 228—) (0.6732)sin€17r-2.28)\—)] (0.4284)2¢~E2285)

B (0.4284)+(0.2387) (—0.11806)+(0.4284)(0.05698) B
1+ 0.2387[(—0.5302)(0.13779)4(0.6732)(0.99046)|+(0.4284)2(0.05698)

B 0.4284 — 0.028189 + 0.02441 B 0.424621 B
"~ 1+ 0.2387(—0.0703 + 0.66678) + 0.01046 1 + 0.2387 - 0.59648 + 0.01046
0.424621 _0.424621

= 0.3683
"1 +0.14238 +0.01046  1.15284 ——
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04-26) Esercizio n. 2 del 29/9/2004

Si abbia un sistema uniforme di quattro antenne verticali a mezz’onda parallele ali-
mentate in fase ed i cui centri sono disposti sui vertici di un rombo di lato d = A/4, la cui
diagonale minore ha la stessa lunghezza del lato del rombo. Si determini ’espressione del
vettore di radiazione e del modulo dell’array factor.

(vedi Esercizi di Campi elettromagnetici - es. n. 1 del 21/6/2002)

Si dispongano le antenne secondo la seguente figura:

Yy
'*% Yol
d d
T § Al

/
\ .
W |
|
W
K

La densitéd di corrente totale che scorre nel sistema di antenne é:

=

J =ZAo0(x + |x0])0(y) coskz + ZApd(x — |z0|)d(y) coskz + ZApd(x)d(y — |yol) cos kz+
+ZA00(x)d(y + |yol) cos kz

per — < z < +l.
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Il vettore di radiazione é:
N (6, ¢) = / e her Ty
:/Z\Ao/e—ik(az’sinﬁcosqﬁ +y'sinfsin¢g + 2z’ cos 9)[5(33/ +lwo)S(y ") +6(2" — |zo])5(y")+

+0(z")6(y" = lyol) + (= ")o(y" + lyol)] cos kz'dx"dy "dz" =
_ EAO/Q—ik(:U’sinﬁcos¢+y'sinﬁsin¢+z'c089)5($/ + |zo|)8(y ") cos kz'da'dy ' dz"+

+/z\A0/e_ik($/Singcosqs+ylsmgsmd)"'2/0059)5(17’—|:r;0|)5(y’)coskz’dx’dy’dz’+
+EA/e ik(z'sinfcos¢ +y’' sinfsing + 2’ cosﬁ)(;( Yoy — lyo|) cos kz'de'dy'dz"+
-l-zA/ (z'sinfcosd+y sinfsing + 2’ C089)5(x’)5(y’+|y0|)coskz’da:’dy’dz’
Si ha:
/e—ik(x’sinﬁcosqS-I-y’sin@sinq5+2'0039)5(x/+|$0|)5(y/)Coskzldx/dy/dz/:
:/e—ikx'sinﬁcos¢5($/+|x0|)d$//e—iky'sinﬁsin¢5(y/)dy//6—ikz’cosHCOSkZ/dZ/:

:e+ik|a:0|sinGcosqS/e—ikz’cosﬁcoskzldzx

/e—ik(x'sinﬁcos¢+y’sinﬁsin¢+z’cosﬁ)5(x/ — |wo|)8(y") cos kzda'dy'dz" =

_ e—ikx’sinﬁcosqﬁ(;(x/_|x0|)dx//e—iky’sin9sinq§5(y/)dy//e—ikz’cosﬁcoskzxdzlz
:e—ik|:r;0|sin9cos¢/e—ikz'cosﬁcoskzzdzx

—ik(z'sinfcos ¢ + y'sinfsing + 2’ (:039)5( No(y' — |yo|) cos kz'da'dy'dz" =

@

®

_ —ikx/sinﬁcosqﬁ(s(x/)dx//—zky 51n931n¢5(y — lyol)d /_ikzlcosgcoskz’dz’:
_ e—ik|y0|sinﬁsinqﬁ/e—ikz’COSQ
:/e—ik;[;’SinQCOS¢6(x/)dx//e—iky/Singsinqso-(y/ + |y0|)dy'/e_ikzlcosgcoskz'dz’ _

_ e—ik|y0|sinﬁsinqﬁ/e—ikz’COSQ

coskz'dz’

—ik(z sinfcosp +y' sinfsing + 2’ c059)5( Yoy + [yo|) cos kz'dx'dy'dz" =

@

coskz'dz’
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Ne segue:

N(0, ) =
—34, [e+ik|x0| sin 6 cos ¢+e—ik|x0| sin 6 cos ¢+e—ik|y0| sin 6 sin ¢+6+ik|y0| sianinqﬂ )

S
-/e tkz" oSO, 1y gy’
Poiché, per un’antenna a mezz’onda, risulta:

T
+i oy 2005(—(}059)
/e—zkz cosﬁcoskzldzlz_ 2
-1

k sin?0
si ha:
s
cos | —cos @ . . . .
N8, $)=524, (2 2 ) [e+zk|$0|81n9cos¢ 1 o tklzolsinfcosg |
k sin® 6
1 o~ tklyo|sinfsing | +ik|yo|sinfsing] _
cos (E cos 9)
=z4 A0 5 [cos (k|xo| sin € cos @) +cos (k|yo| sin 6 sin ¢)]
k sin® 6
Essendo:
Z=-=e,cosf —eysinfb
si ha:
Ny (0, ¢) =0
cos (E cos 9)
Ny(0, ) =— 4Ao [cos (k|zo|sin @ cos ¢) +cos (k|yo| sin O sin ¢)]

ksin@

Il vettore di Poynting, mediato in un periodo, é:

o1 EN? o
(S) = §Z (E) |Ng|“€,

Sostituendo:

<$:ZQ§§Q

Pertanto il modulo dell’array factor é:

2

oS (g oS 9)

: e,
sin @

[cos (k|zo| sinf cos ¢) +cos (k|yo| sinf sin ¢)]

A0, ¢)| =

[cos (k|zo|sin @ cos ¢) +cos (k|yo| sinf sin ¢)] ‘
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Si ha: . ,
. . 7"'
2|ao| = 10 quindi k|xzg| = k;g =
Analogamente:
| |—@e windi k| |_k@_\/§ﬂ
Yo| = 3 , q Yo| = g — 1
Quindi:
3
|A(0, ¢)| = |cos (g sin # cos ¢> + cos (\/_71' i O sin ¢> ‘
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——————— S.Barbarino - Esercizi svolti di Campi FElettromagneticic ————————
04-27) Esercizio n. 3 del 29/9/2004

Con riferimento al problema precedente si grafichi il diagramma di radiazione nel
piano orizzontale e nel piano verticale.

Per graficare il diagramma di radiazione, nei due piani, scriviamo il fattore di forma
del sistema:

coS (E coS 9) 2

2 L V3r
g [cos ( 1 sin 6 cos ¢> +cos ( 1 sin 6 sin ¢> ]

Nel piano orizzontale, risultando 6 = 7/2, si ha:

F (g,¢> = ‘ [cos (% cos qS) +cos (\/jw Sin¢5)]

F(97¢) =

2

1200 ! 60° ¢

2400 3000

2700

IlwmxediF(gQO)rmuna29141IlwmxedyF(g,g)rmuha146LL
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Per graficare il diagramma di radiazione nel piano verticale, riscriviamo il fattore di

forma del sistema:
2
" sin @'sin ¢> ]

oS (E oS 9)

F(0,¢) = S?T [cos (% sin 6 cos ¢> +cos (\/5

Grafichiamo il diagramma di radiazione nel piano ¢ = 0.

In questo caso il fattore di forma diventa:

2

oS (E oS 9)

F(6,0) = S?T [cos (% sin9> + 1]

F (6,0)

00
3300 : 300 4

___________

210° 150°

180°

Grafichiamo il diagramma di radiazione nel piano ¢ = 7/2.

3
1+ cos (\/_W
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In questo caso il fattore di forma diventa:

coS (g coS 9)

sin 0




330° 5 30" 0

___________

210° 150°

1809

Per ¢ = 0 il valore massimo di F (0, 0) risulta 2.9142.
Per ¢ = 7/2 il valore massimo di F <9, g) risulta 1.4614.
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04-28) Esercizio n. 4 del 29/9/2004

Siano E = Ej e B = Bz un campo elettrico e un campo di induzione magnetica
misurati da un osservatore O solidale ad un sistema di riferimento S. Un osservatore O’
si muove rispetto ad O lungo 'asse x di S con velocita ¥ = vZ. Siano E' e B' i campi
osservati da O’. a) Calcolare per quale valore di v risulta B'=0¢ca quale condizione deve
soddisfare il rapporto B/E perche tale valore di v abbia significato fisico; determinare in
corrispondenza il campo E’. b) Calcolare per quale valore di v risulta E' =0 e a quale
condizione deve soddisfare il rapporto B/E perche tale valore di v abbia significato fisico;
determinare in corrispondenza il campo B’

In S si ha:
E.=0 B, =0
E,=F B, =0
E,=0 B,=B
In S’ si ha, in generale:
E.=E Bs = B
T Z , v
E, =~[E, —vB,] B, =~ [By + c_zE]
E;:fy[Em-i-’UBy] B;:’Y[Bz_ C%Ey]
Sostituendo:
E,=0 B, =
El =~[E — vB] B, =0
, v
E, =0 Bzzy[B—gE]
Segue:
a) B’ =0 per:
B=VE— =2
=3 — v =c o <c
ossia:
cB < FE
esempio: per B = 1 Gauss = cB = 3 - 10%.
Per cui:
B < 1
E ¢
In corrispondenza:
/ ! sz 1 2 22 /
E,=0; E, =7« E—CEZWE[E cB], E,=0
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2 2p2
-t B yp_op
B2
E\[1—-ct—
2
b) E' =0 per
E=v'B=v"'==<c¢
per cui:
B>1
E ¢

In corrispondenza:

ossia:
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04-29) Esercizio n. 1 del 12/11/2004

Un’onda elettromagnetica piana di frequenza v = 1.75 G H z, viaggiante in aria, incide
con un angolo di incidenza di 30° sulla superficie di un mezzo conduttore i cui parametri
costitutivi sono €. = 10, p,. = 1, 0 = 1 S/m.Calcolare ’angolo di rifrazione.

o
Calcoliamo il rapporto —. Si ha:
€w

o 1
- ~ 1.027
€w 8.854-10-12.10-27 - 1.75- 109

L’angolo di rifrazione v si calcola dalla formula:

ﬁl sin 90

siny =
\/q2 + B2 sin? A

ricavando ¢(fp) dalla seguente formula:

1 . ] 2
q*(0) = 3 {Bg — a2 — BIsin® 6y + \/4,8%0:% + (,8% — a3 — B?sin® 00) ]

Sappiamo che:

w W | €
61:_7 62:_ el
c c 2

1 1+ —— = —
+ + e2w? a2 c 2

o’ ] W | Y€y
bl

Sostituendo i valori dei parametri costitutivi del mezzo e della frequenza, si ottiene:

2m - 1.75 - 10°
Pr=—7—rg —
3-10

By = (36.6519)\/5 [1 /1t (1.027)2] ~ 127.8472 (rad/m)

~ 36.6519

s = (36.6519)\/5 [ 1+ (1.027)2 — 1] ~ 53.9563 (m~")

Si ha:
1
B3 — a3 — 2sin? O ~ (127.8472)% — (53.9563)% — Z(36.6519)2 ~ 13097.7838
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Ne segue:

1
¢*(30°) = 5 |13097.7838 + /4 (127.8472)% - (53.9563)° + (13097.7838)%| = 16060.6016

da cui:
q(30°) ~ 126.7304

In definitiva:

sin = 36.6519 - 0.5 ~ 0.1431
1/16060.6016 + (36.6519 - 0.5)2

da cui:
Y = 0.1436 rad = 1) = 8°.227
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04-30) Esercizio n. 2 del 12/11/2004

Con riferimento al problema precedente, calcolare: a) i coefficienti di riflessione R e
R)j; b) I'angolo di fase 6 = 0 — ¢ fra le componenti parallela e perpendicolare del campo
elettrico riflesso.

Per il calcolo dei coefficienti di riflessione calcoliamo il parametro p?(30°):

1
P*(30°) = 3 | ~13097.7838 + \/4 - (127.8472)2 - (53.9563)2 + (13097.7838)° | ~ 2062.827

da cui:
p(30°) ~ 54.4319

Nel caso che p1 = o, si ha:

V3

2
126.7304 — 36.6519— + 2962.827
(q — B1cosbp)? + p? 2

(

(q + B1cosp)? + p2 V3 2
126.7304 + 36.65197 + 2962.827

~ 11985.7226

=———— = 0427 =42.7
28076.1626 4

3 2
126.7304 — 36.6519?> + 2962.827

(q — B1sinfy tan by)? + p? (
~ R,

(¢ + B1sinfp tany)? + p? < %

Ry =R, 5
3
126.7304 + 36.6519?) +2962.827

16453.6281

=0.427 . —— = 0.427-0.754 = 0.322 = 32.2
21817.1081 %
V3
28, psin g tan b 2-54.4319 - 36.6519°"
tand = — 3 = 2 -
B2 sin® Oy tan? Oy — (p? + ¢2) /3
36.6519? — (2962.827 + 16060.6016)
1151.8326
= — = —0.0609
—18911.4817
da cui:

§ = —0.0608 rad = § = —3°.48 oppure § = 176".52
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04-31) Esercizio n. 3 del 12/11/2004

Quattro antenne rettilinee indipendentemente alimentate, ciascuna lunga una lun-
ghezza d’onda, sono disposte come in figura. Determinare ’espressione del vettore di
Poynting.

4

(vedi Esercizi svolti di Campi elettromagnetici - es. n. 1 del 16/1/2004)

Consideriamo le correnti con la stessa ampiezza e fase. Schematizziamo le antenne nel
piano zy.
Yy

O T
fLo

Sappiamo che su un’antenna rettilinea percorsa da corrente stazionaria (per esempio
lungo asse z) la densita di corrente é distribuita con legge sin k(I — |z|); nel nostro caso,
essendo 2l = )\, essa risulta sin(m — k|z|) = sin k|z|.

La densita di corrente totale che scorre nel sistema di antenne é:

jT:jA+jB+jC+jD
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Risulta: .
Ja =yApd(z +1)0(2)sink|y|
Jg = TAg0(2)6(y — 1) sin k||
Jo = GAod(z —1)8(2)
Jp = BAed(y + 1)0(2) sin k|z|
per -l <z < +le—l<y<+l

Il vettore di radiazione é:

NO.0) = [T =

z) sin k|y|

:fAO/e—ik(x'sin9c08¢+y’sinﬁsin¢+z’cosﬁ)[é(z/)(s(y/_l)+
+ 6(y" +1)6(2")]sink|z'|dx dy'dz"+
+Awo/e—ik(x’sin9003¢+y’sin95inq§+z'cosQ)[(S(x/+l>5(21)+
+ 6(x" = 1D)d(z")]sinkly| dx'dy’dz’

2
Quindi, tenendo conto che k = Tﬁ e che 2] = ), ossia che kl = 7, si ha:

- g
Ny = [ ke T sty -
1%
— 74, (e—iﬂsinﬁsinqﬁ n eiﬂsinﬁsinQS) /+l e_z‘k(;p’sinﬁcos b) sin k|z'|dz '+
-1
+ 4, (eiﬂ sin # cos ¢ L emim sin 6 cos ¢> /+l e_ik(y’sinﬁsinqﬁ) sin kly'|dy’
—1
ossia:
- Y
N@.) = [ e T <
1%
+1

= T Ag [2 cos (7 sin 0 sin ¢)] / o~ik(w sinf cos @) i, k' |dz '+
-1

+l . . .
+ yAg [2 cos (msin b cos ¢)] / k(Y sinOsing) G, kly'|dy'
1

Indicando con @ ’angolo formato fra ’asse = e 7 e con x ’angolo fra ’asse y e 7, si
ha:

cost) =T -e,. =sinf cos ¢
cosy =7 -é. =sinfsin¢
Quindi gli integrali della formula precedente sono riconducibili all’integrale:

Hooo o,
/ o ikz COSQSink(l— 12" )dz’
—
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svolto negli Appunti di Campi elettromagnetici.
Quindi:

/+l o~ ik(z'sinf cos ) sin k|z'|de’ = 2 [cos (ﬂ'Si.IISCOSd)) + 1]
1 E|l 1—sin“fOcos?¢

/-H e—ik(y/SiHQSinQS) Sink|y/|dy/ _ z -COS (ﬁsinﬁsinqﬁ) + 1:|

1 k| 1—sin?@sin®¢
si ha:
— Ny R et}
NO.0) = [T -
N o 2 cos(7rsin9(305¢)+1]
=TAy[2 0 - +
TAq[2cos (msinfsin ¢)] k [ [ s’ 0o &
. . 2 cos(ﬂsinﬁsin¢)+1}
+ yAp[2 0 —
YA [2cos (msin b cos ¢)] . [ s’ 0sm’ 4
Essendo:
T =e,sinf cos ¢+ eycosfcosp —eysing
Yy = e, sinfsin ¢ + eg cos O sin ¢ + €, cos ¢
si ha:

cos (msinf cos ) + 1
1 —sin? 6 cos? ¢

2 {cos (rsinfsing) + 1

k

1 —sin? #sin? ¢

N, = A [2cos (msinfsin ¢)] % [ } sin 6 cos ¢+

+ A [2 cos (msin O cos ¢)

—

] sin f sin ¢

cos (msinf cos ¢) + 1
1 —sin? @ cos? ¢
cos (msinfsin¢) + 1

1 — sin? @ sin® ¢

Ny = Ag [2 cos (msinf sin ¢)] % [ } cos 0 cos ¢+

+Ag [2 cos (msinf cos ¢)] % [ ] cos f sin ¢

in 6 1
cos (m 51.n2 cos @) + ] sin
1 — sin” 0 cos? ¢
cos (msinfsin¢) + 1
1 —sin?#sin? ¢

Il vettore di Poynting far field, mediato in un periodo, é:

Ny = —Ag[2cos (Wsin9Sin¢)]% [

+ A [2 cos (msin O cos ¢)] % [ ] cos ¢

@ =Ltz (E) (P NP2
2 d7r ¢ "
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04-32) Esercizio n. 4 del 12/11/2004

Con riferimento al problema precedente, graficare il diagramma di radiazione nel piano
¢ = 0°.

Per ¢ = 0°:

2
Ny =2A0—

[cos (rsinf) + 1
k

6
7, ]cos

1 —sin

4
Ny = 2A0E cos (7 sin 6)

Il modulo del vettore di Poynting é, allora:

::%Z<;L>2Ag{P”S“Smgy+lcweyﬁ+4k%(wgnmf}

r 1 —sin

(S)

Grafichiamo il fattore di forma:

cos (msinf) + 1

PKm:={{ Y (DSﬂQ—%4kmﬂﬂsm9ﬂ2}::

{[cos (7rsin9)+1]2+4[cos (mng)]z}

cosf

90°

2100

Fine Esercizi Campi e.m. - 2004
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