
||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{Eser
izi svolti di Campi elettromagneti
i - Anno 200101-1) Eser
izio n. 1 del 26/1/2001Si abbia una guida dielettri
a 
ilindri
a di raggio a, in aria, e

itata nel modo do-minante HE11. Cal
olare la 
ostante dielettri
a relativa della guida aÆn
h�e essa possaoperare in modo monomodale in un intervallo di frequenze di 5 GHz nei seguenti 
asi; 1)a = 1:315 
m; 2) a = 1:838 
m. |||||||Sappiamo 
he l'intervallo di frequenze per operazione a singolo modo in una guidarivestita �e dato dalla relazione: 0 < f < 2:4052�ap(�1 � �2)�0essendo �1 la 
ostante dielettri
a del nu
leo della �bra, �2 quella del mantello e a il raggio delnu
leo. Poi
h�e, nel nostro 
aso, la guida �e immersa in aria si ha �2 = �0. Conseguentementela pre
edente relazione si s
rive: 0 < f < 2:405 � 
2�ap(�r � 1) (1)essendo �r la 
ostante dielettri
a relativa della guida dielettri
a e 
 la velo
it�a della lu
enel vuoto. Qundi l'intervallo di frequenze per 
ui la guida opera in modo monomodale �elimitato inferiormente da f1 = 0 e superiormente da f2 = 2:405 � 
2�ap(�r � 1) .Se vogliamo 
he tale intervallo f2 � f1 sia 5 GHz, dobbiamo imporre:f2 = 2:405 � 
2�ap(�r � 1) = 5 � 109 (Hz)da 
ui: p�r � 1 = 2:405 � 
2�a � 5 � 109Per a = 1:315 
m =) p�r � 1 = 2:405 � 3 � 1082� � 1:315 � 10�2 � 5 � 109 = 1:7466ossia: �r = 1 + (1:7466)2 = 4:05Per a = 1:838 
m =) p�r � 1 = 2:405 � 3 � 1082� � 1:838 � 10�2 � 5 � 109 = 1:2496ossia: �r = 1 + (1:2496)2 = 2:56ESCAM01 - 1



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{01-2) Eser
izio n. 2 del 26/1/2001Un'onda elettromagneti
a piana in
ide su un piano perfettamente 
onduttore, 
onun angolo �i rispetto alla normale, 
oin
idente 
on l'assse z, 
ome mostrato in �gura.Il 
ampo elettri
o gia
e sul piano di in
idenza yz. Determinare l'espressione del vettoredensit�a lineare di 
orrente sulla super�
ie del piano.
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|||||||Come sappiamo, sulla super�
ie di separazione fra due mezzi si deve avere:bn� � ~H2 � ~H1� = ~JSNel 
aso illustrato in �gura ~H2 �e il 
ampo totale (in
idente ~Hi e ri
esso ~Hr) valutatoper z = 0; ~H1 = 0 in quanto esso �e il 
ampo sulla super�
ie z = 0 dalla parte del 
onduttoreperfetto e bn = bz.Pertanto si ha: bz � � ~Hi(z=0) + ~Hr(z=0)� = ~JSessendo: ~Hi(z=0) = k0!�0 bn0 � ~E0eik0bn0 � ~rS � i!tSenza ledere le generalit�a possiamo porre ~rs = 0 ed omettere la fase temporale. Per-tanto si ha: ~Hi(O) = k0!�0 bn0 � ~E0
he risulta ortogonale al piano di in
idenza ossia al piano yz. Per valutare l'espressione del
ampo magneti
o ri
esso quando il piano ri
ettente ha 
ondu
ibilit�a in�nita 
onsideriamoESCAM01 - 2



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{la formula genereale di Fresnel per 
ampi elettri
i paralleli al piano di in
idenza o 
he �e lostesso per 
ampi magneti
i ortogonali ad esso.~Hr(O) = �1k2 
os �0 � �2k1 
os �2�1k2 
os �0 + �2k1 
os �2 ~Hi(O) = �1 
os �0 � �2 k1k2 
os �2�1 
os �0 + �2 k1k2 
os �2 ~Hi(O)Per � !1 si ha 
he �2 e �2 !1; quindi jk2j ! 1.Ne segue: lim�!10BB��1 
os �0 � �2 k1k2 
os �2�1 
os �0 + �2 k1k2 
os �21CCA = 1Quindi: ~Hr(O) = ~Hi(O)Quindi la 
ondizione al 
ontorno si s
rive:bz � � 2k0!�0 bn0 � ~E0� = ~JSossia: bz � � 2Z0 bn0 � ~E0� = ~JS2Z0 hbn0 �bz � ~E0�� ~E0 (bz � bn0)i = ~JSDalla �gura si ha: bz � ~E0 = E0 sin �i e bz � bn0 = � 
os �iD'altra parte si ha: bn0 = sin �iby � 
os �ibz~E0 = E0 
os �iby + E0 sin �ibzQuindi:2Z0 �E0 sin2 �iby �E0 sin �i 
os �ibz + E0 
os2 �iby + E0 sin �i 
os �ibz� = ~JSIn de�nitiva: ~JS = 2Z0E0byESCAM01 - 3



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{01-3) Eser
izio n. 3 del 26/1/2001Unmezzo tipo ferrite di 
onduttivit�a � = 3:34 S=m ha la 
ostante dielettri
a 
omplessa�0 = �0(5 + i2) e la permeabilit�a magneti
a 
omplessa �0 = �0(5 + i2). Cal
olare il
oeÆ
iente di attenuazione � e la 
ostante di propagazione � di un'onda elettromagneti
apiana, di frequenza f = 30 GHz, 
he si propaga in tale mezzo.|||||||k2 = !2�0�0 + i!��0essendo �0 e �0 la 
ostante dielettri
a 
omplessa �0 = �0(5+2i) e la permeabilit�a magneti
a
omplessa �0 = �0(5 + 2i) rispettivamente.Posto �0 = �0 (�0r + i�0i) e �0 = �0 (�0r + i�0i)si ha: k2 =!2
2 (�0r + i�0i) (�0r + i�0i) + i!��0 (�0r + i�0i) ==!2
2 (�0r�0r � �0i�0i)� !��0�0i + i!2
2 (�0r�0i + �0i�0r) + i!��0�0r ==!2
2 (�0r�0r � �0i�0i)� !��0�0i + i �!2
2 (�0r�0i + �0i�0r) + !��0�0r� = a+ ibessendo: 8>><>>: a = !2
2 (�0r�0r � �0i�0i)� !��0�0ib = !2
2 (�0r�0i + �0i�0r) + !��0�0rPro
ediamo al 
al
olo di � e �:k2 = (� + i�)2 = �2 � �2 + 2i�� = a+ ibossia: 8><>:�2 � �2 = a�� = b2 (1)Dividendo membro a membro le due equazioni:�� � �� = 2abESCAM01 - 4



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{Moltipli
ando ambo i membri per �� , si ha:�2�2 � 2ab �� � 1 = 0ossia: �� = ab +ra2b2 + 1 (2)Moltipli
ando la (2) per la se
onda equazione delle (1), si ha:�2 = a2 +ra24 + b24 = 12 ha+pa2 + b2iDalla prima equazione delle (1) segue:�2 = �2 � a = 12 hpa2 + b2 � aiIn de�nitiva: 8>>>>>><>>>>>>:�2 = 12a"r1 + b2a2 � 1#�2 = 12a"r1 + b2a2 + 1#Nel nostro 
aso si ha: �0r = �0r; �0i = �0iQuindi: 8>><>>: a = !2
2 ��0r2 � �0i2�� !��0i�0b = !2
2 (2�0r�0i) + !��0r�0Per �0r = 5; �0i = 2; � = 3:34 S=m; f = 30 GHzsi ha:a = 4�2 � 9 � 10209 � 1016 (25� 4)�2� �3 �1010 �3:34 �2 �4� �10�7 = 8:29 �106�1:58 �106 = 6:71 �106b = 4�2 � 9 � 10209 � 1016 (20) + 2� � 3 � 1010 � 3:34 � 5 � 4� � 10�7 = 7:9 � 106 + 3:95 � 106 = 11:85 � 106da 
ui: b2a2 = 3:12ESCAM01 - 5



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{Conseguentemente:�2 = 126:71 � 106 �p4:12� 1� = 3:45 � 106 =) � = 1:858 � 103 m�1�2 = 126:71 � 106 �p4:12 + 1� = 10:16 � 106 =) � = 3:18 � 103 rad=mLa profondit�a di penetrazione �e:Æ = 1� = 5:38 � 10�4 m = 538 �m
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||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{01-4) Eser
izio n. 4 del 26/1/2001Un sistema uniforme di antenne a mezz'onda �e 
ostituito da 4 identi
he torri verti
alidisposte se
ondo la direzione est-ovest. Sia d < �2 la distanza fra le antenne e 
 la di�erenzadi fase fra due antenne 
onse
utive. Cal
olare d (in unit�a di lunghezze d'onda) e 
 aÆn
h�evi sia un massimo di emissione sul piano orizzontale nella direzione � = 450 (nord� est)e emissione nulla nella direzione � = 900 (nord). Gra�
are il diagramma di radiazione.|||||||Il diagramma di radiazione di un sistema di antenne a mezz'onda �e rappresentato dallafunzione: U(�; �) = jF (�)jjA(�; �)jessendo F (�) = 
os��2 
os ��sin � il fattore di forma di 
ias
una antenna 
ome se fosse solanello spazio.Poi
h�e si 
onsidera il piano orizzontale ossia il piano � = 900, F (�) = 1 ed il diagrammadi radiazione del sistema di antenne �e espresso soltanto dall'array fa
tor ���A��2 ; ����� 
henel 
aso di sistema uniforme di antenne si s
rive:jA(�)j = ���� sin [n (kd 
os + 
) =2℄sin [(kd 
os + 
) =2℄ ����Poi
h�e 
os = sin � 
os� ed essendo sin � = 1 si ha 
os = 
os�.Posto � = �kd 
os�� 
, la 
ondizione di massimo per � = 450 imposta dal problemasi s
rive: �kd 
os 450 � 
 = 2m�e quella di emissione nulla per � = 900 �e:n[�kd 
os 900 � 
℄2 = r�AÆn
h�e entrambe le 
ondizioni siano soddisfatte o

ore, quindi, 
he:8>><>>:�kdp22 � 
 = 2m��n
2 = r�Per n = 4 e r = 1 risulta: 
 = ��2ESCAM01 - 7



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{
he sostituita nella prima equazione 
omporta:�2� d�p22 + �2 = 2m�ossia: d�p22 � 14 = �mquindi: d� = �m + 14p22da 
ui ponendo ne
essariamente m = 0, si ha:d� = 12p2 = 0:3535Il diagramma di radiazione �e allora:
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||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{01-5) Eser
izio n. 1 del 23/2/2001Un sistema di 
inque antenne a mezz'onda equidistanti d = �2 �e alimentato 
on 
or-renti in fase ma le 
ui ampiezze hanno distribuzione triangolare 1; 2; 3; 2; 1. Determinareanaliti
amente l'espressione espli
ita del modulo dell'array fa
tor.|||||||Per un sistema di n antenne a mezz'onda equidistanti, l'espressione dell'array fa
tor�e: A( ) = n�1Xp=0 ape�ip(kd 
os + 
)Se le antenne sono tutte alimentate in fase (
 = 0) e se d = �2 , l'array fa
tor si s
rive:A( ) = n�1Xp=0 ape�ip� 
os essendo ap l'ampiezza reale della 
orrente p-esima.Per n = 5 e per ap = 1; 2; 3; 2; 1 (p = 0; 1; 2; 3; 4) risulta:A( ) = 1 + 2e�i� 
os + 3e�2i� 
os + 2e�3i� 
os + e�4i� 
os Posto � 
os( ) = � si ha:A( ) =1 + 2e�i� + 3e�2i� + 2e�3i� + e�4i� ==e�2i� �e+2i� + 2e+i� + 3 + 2e�i� + e�2i�� ==e�2i� (2 
os 2�+ 4 
os�+ 3) = e�2i� �2 �2 
os2 �� 1�+ 4 
os�+ 3� ==e�2i� �4 
os2 �+ 4 
os�+ 1� = e�2i� (1 + 2 
os�)2Quindi: jA( )j = [1 + 2 
os (� 
os )℄2Poi
h�e 
os = sin � 
os�, per � = �2 si ha:jA(�)j = [1 + 2 
os (� 
os�)℄2
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||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{01-6) Eser
izio n. 2 del 23/2/2001Con riferimento all'eser
izio pre
edente, gra�
are il diagramma di radiazione nel pi-ano � = �2 . Si 
onfronti tale diagramma 
on quelli 
ompetenti allo stesso sistema 
ondistribuzione binomiale e uniforme di 
orrente rispettivamente. Si 
onsiglia di e�ettuare igra�
i in un sistema di 
oordinate 
artesiane.|||||||Poi
h�e, essendo 
 = 0, il diagramma di radiazione presenta simmetria 
entrale, 
al
o-liamo i valori di jA(�)j per � = 00 � 900� 
os� jA(�)j00 �1 +150 �0:9999 0:9997100 �0:9989 0:9955150 �0:9943 0:9772200 �0:9821 0:9297250 �0:9570 0:8354300 �0:9127 0:6814350 �0:8429 0:4703400 �0:7418 0:2339450 �0:6057 0:0447500 �0:4337 0:0176550 �0:2291 0:2936600 0 +1650 +0:2407 2:1946700 +0:4762 3:8117750 +0:6872 5:6382800 +0:8549 7:3425850 +0:9627 8:5585900 +1 9Riportiamo i tre gra�
i ri
hiesti dall'eser
izio; quelli 
ompetenti alla distribuzioneuniforme e binomiale di 
orrente sono gra�
ati negli 'Appunti di 
ampi elettromagneti
i'.
ESCAM01 - 10



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{
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||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{01-7) Eser
izio n. 3 del 23/2/2001Trovare la massima larghezza della linea H� (� = 656 nm) emessa dall'idrogeno aduna temperatura di 500 C assumendo 
he la larghezza della riga sia interamente dovutaall'e�etto Doppler. Si 
onsideri la relazione 12mv2 = KT , essendo K = 1:38 � 10�23J=K la
ostante di Boltzmann ed m = 1:66 � 10�27 Kg la massa dell'atomo di idrogeno.|||||||Poi
h�e 12mv2 = KT , si ha:v2 = 2KTm = 2 � 1:38 � 10�23 � 323:151:66 � 10�27 = 5:37 � 105 (m=s)2 da 
ui v = 2:318 � 103 m=sdove si �e posto T = 273:15 + 50 = 323:150K.Consideriamo un sistema di riferimento S 0 
he si muove 
on la stessa velo
it�a dellamole
ola. Rispetto ad S 0 la mole
ola �e ferma; sia ! 0 la frequenza osservata da un osserva-tore solidale a S 0. Consideriamo un sistema di riferimento S e sia ! la frequenza osservatada un osservatore solidale a S. Ponendo 
 = 1, in quanto v << 
, si ha:! = ! 0 + ~v � ~k 0 = ! 0 + vk 0 
os � = ! 0 + v
! 0 
os �da 
ui: 8><>:!max = ! 0 �1 + v
�!min = ! 0 �1� v
�alle quali 
orrisponde: 8>><>>: 1�min = 1� 0 �1 + v
�1�max = 1� 0 �1� v
�Ne segue: �min = � 01 + v
 e �max = � 01� v
La massima larghezza della riga di emissione �e data da:�� = �max � �min = � 00� 11� v
 � 11 + v
 1A ' � 0 �1 + v
 � 1 + v
� = � 02v
Quindi: �� = 656 � 10�9 � 2 � 2:318 � 1033 � 108 = 0:01 nmessendo 656�10�9 m la lunghezza d'onda emessa dalla mole
ola e rivelata da un osservatoresolidale a S 0. ESCAM01 - 12



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{01-8) Eser
izio n. 4 del 23/2/2001Determinare l'espressione della velo
it�a di fase e della velo
it�a di gruppo in funzionedella frequenza di un'onda elettromagneti
a 
he si propaga in un mezzo dispersivo 
arat-terizzato dai seguenti parametri 
ostitutivi:� = �0; � = 4�0 "1� �f0f �3# ; � = 0|||||||Si ha: vf = !� e vg = d!d�essendo � = !vuut�04�0 "1� �f0f �3#Quindi: vf = 
2s1� �f0f �3Poi
h�e � �e una funzione monotona 
res
ente, si ha:vg = 1�d�d!�d�d! = dd! "2!
r1� �!0! �3# = 2
 8>><>>:r1� �!0! �3 + 3�!0! �2 !0!2!2r1� �!0! �39>>=>>; =
=2
 2 �1� �!0! �3�+ 3!30!32r1� �!0! �3 = 1
 2 + !30!3r1� �!0! �3Quindi: vg = 
r1� �!0! �32 + !30!3ESCAM01 - 13



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{01-9) Eser
izio n. 1 del 28/4/2001Un'onda piana polarizzata 
ir
olarmente destra si propaga, lungo la direzione di un
ampo di induzione magneti
a ~B = B0bz, in un plasma privo di 
ollisioni di densit�a elet-troni
a 
res
ente 
on z. A quale valore della densit�a si raggiunge il 
uto� se f = 2:8 GHze B0 = 3000 G. |||||||(vedi es. n. 3 del 23/11/1996)Per un'onda polarizzata 
ir
olarmente destra 
he si propaga lungo la direzione del
ampo di induzione magneti
a ~B = B0bz, la 
ostante di propagazione per un plasma privodi 
ollisioni �e: k 00 = !
s1� !2p! (! � !g)Il valore della densit�a elettroni
a, ossia il valore della frequenza di plasma, per 
ui siha il 
uto� (
io�e l'assenza di propagazione) �e quello per 
ui risulta k 00 = 0, ossia:1� !�p2! (! � !g) = 0
io�e: !�p2 = ! (! � !g)Per! = 2� � 2:8 � 109 rad=s e !g = �jejB0me = �1:6 � 10�19 � 0:39:11 � 10�31 = �5:2689 � 1010 rad=ssi ottiene:!�p2 = 1:7592 � 1010 �1:7592 � 1010 + 5:2689 � 1010� = 1:2363 � 1021 (rad=s)2Poi
h�e: !�p2 = n�(z)e2m�0 ) n�(z) = m�0e2 !�p2 = 3:895 � 1017 e=m3
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||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{01-10) Eser
izio n. 2 del 28/4/2001Un'onda elettromagneti
a piana non polarizzata in
ide su una super�
ie di vetro diindi
e di rifrazione n = 1:5 lungo la direzione della normale. Cal
olare la pressione diradiazione 
he si eser
ita sulla super�
ie del vetro se la densit�a di potenza mediata in unperiodo asso
iata all'onda �e hPi=1 Watt=m2.|||||||(vedi es. n. 4 del 24/7/1996)Per valutare la pressione di radiazione 
he si eser
ita sulla super�
ie di vetro bisogna
onsiderare an
he l'onda ri
essa. Se Rnat �e il 
oeÆ
iente di ri
essione della lu
e naturaleda parte del vetro, 
ome si dedu
e immediatamente dalle formule, si ha:h~ti = hPi (1 +Rnat)
 bz N=m2Rnat = 12R? + 12Rk = R = ����1� n1 + n ����2 = �0:52:5�2 = 0:04Quindi: h~ti = hPi (1:04)
 bz = 1:043 � 108 bz = 3:466 � 10�9bz N=m2
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||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{01-11) Eser
izio n. 3 del 28/4/2001Un fas
io di lu
e bian
a non polarizzata in
ide sulla super�
ie di un prisma, aventela sezione di un triangolo equilatero, 
on un angolo di in
idenza �0. Il triangolo di vetropresenta un indi
e di rifrazione nr = 1:4567 alla lu
e rossa (� = 0:650 �) e un indi
edi rifrazione nv = 1:500938 alla lu
e violetta (� = 0:450 �). Valutare per entrambe leradiazioni il massimo valore di �0 per
h�e il raggio in
idente sulla fa

ia BC nel punto Nvenga ri
esso totalmente ed emerge dalla fa

ia AB. Determinare le traiettorie dei raggie gli angoli formati 
on la normale dalla lu
e emergente se l'angolo di in
idenza �e: a)�0 = 150 e b) �0 = 450.
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....................... 600|||||||(vedi es. n.3 del 15/9/1998)
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M .......�1.......................900��1 ..................900��2...........................................................................................................................................................................................................................................
....................................................................................................................................... ..............................�2 .............�2
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||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{La 
ondizione per
h�e sulla fa

ia BC (nel punto N) vi sia ri
essione totale �e:n sin �2 � 1D'altra parte per la leggwe di Snell appli
ata alla fa

ia AC, si ha:sin �0 = n sin �1 = n sin(600 � �2) = np32 
os �2 � n12 sin �2Pertanto: np32 q1� sin2 �2 = n12 sin �2 + sin �oElevando al quadrato:n2 34 � n2 34 sin2 �2 � n2 14 sin2 �2 � sin2 �0 + n sin �2 
os �0 = 0ossia: �n2 sin2 �2 � n sin �0 sin �2 � sin2 �0 + n2 34 = 0an
ora: n2 sin2 �2 + n sin �0 sin �2 + �sin2 �0 � n2 34� = 0da 
ui:sin �2 =�n sin �0 �pn2 sin2 �0 � 4n2 sin2 �0 + 3n42n2 = �n sin �0 �p3n4 � 3n2 sin2 �02n2 ==� sin �0 �p3n2 � 3 sin2 �02n (1)Es
ludendo la radi
e negativa in quanto 0 � �2 � �2 , ed imponendo la 
ondizione diri
essione totale, si ha: sin �2 = � sin �0 �p3n2 � 3 sin2 �02n � 1nQuindi: � sin �0 +q3n2 � 3 sin2 �0 � 2ossia: q3n2 � 3 sin2 �0 � 2 + sin �0Elevando al quadrato:3n2 � 3 sin2 �0 � 4 + 4 sin3 �0 + 4 sin �0ESCAM01 - 17



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{ossia: �4 sin2 �0 � 4 sin �0 + �3n2 � 4� � 04 sin2 �0 + 4 sin �0 � �3n2 � 4� � 0la 
ui soluzione asso
iata all'equazione �e:sin �0 = �2�p4 + 12n2 � 164 = �2�p12n2 � 124In de�nitiva, la 
ondizione aÆn
h�e si abbia ri
essione totale sulla fa

ia CB �e:0 � sin �0 � �1�p3n2 � 32Per n = 1:500938 (lu
e violetta) risulta:0 � sin �0 � 0:4693350 � �0 � 270:99Per n = 1:4567 (lu
e rossa) risulta:0 � sin �0 � 0:41732280 � �0 � 240:66Dai risultati trovati si dedu
e 
he se l'angolo di in
idenza �e �0 = 150, il raggio emergedalla fa

ia AB; se l'angolo di in
idenza �e �0 = 450, il raggio emerge dalla fa

ia BC.Caso �0 = 150Dal triangolo NDB si ha:900 � �2 + 900 � �2 + 600 = 1800da 
ui: �2 + �3 = 600ossia: �3 = 600 � �2 = 600 � 600 + �1 = �1Ne segue: sin �e = n sin �1 =) �e = �0Quindi ogni raggio 
he emerge dalla fa

ia AB forma 
on la normale lo stesso angolodel raggio in
idente indipendentemente dalla dispersione dell'indi
e di rifrazione. Questo
aso �e illustrato nella �gura iniziale.Caso �0 = 450 ESCAM01 - 18



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{Per �0 > 270:99, ed in parti
olare per �0 = 450, il raggio emerge dalla fa

ia CB.
.................................................................................................................................................
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M ....................�1..................900��1.............900��2 ................................ ................................................................................................................................................................................................................................ .....................................�e
Se �e �e l'angolo 
he il raggio emergente forma 
on la normale alla fa

ia CB, si ha:n sin �2 = sin �ePer n = 1:500938 (lu
e violetta) dalla (1) si ha:sin �2 = �p22 +r3 � (1:500938)2 � 3122 � 1:500938 = �0:707 + 2:29313:001876 = 0:52836 =) �2 = 31:89477Quindi: sin �e = 0:793035 =) �e = 520:47Per n = 1:4567 (lu
e rossa) dalla (1) si ha:sin �2 = �p22 +r3 � (1:4567)2 � 3122 � 1:4567 = �0:707 + 2:205882:9134 = 0:514478 =) �2 = 300:96Quindi: sin �e = 0:74944 =) �e = 480:54
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||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{01-12) Eser
izio n. 4 del 28/4/2001Un sistema di 
inque antenne a mezz'onda ha gli elementi equidistanziati d = �=8.Cal
olarne la direttivit�a per i seguenti valori di 
:
 = 0 
 = �2 
 = �|||||||La formula per la direttivit�a di un sistema di antenne a mezz'onda �e:D = 4�n28�n3 + 8� n�1Xq=1(n� q) 
os(q
)�sinuu � sinuu3 + 
osuu2 �Sia n = 5, d = �8 =) u = q �4Espli
itiamo la sommatoria 
he �gura al denominatore della formula e, per brevit�a,la indi
hiamo 
on S. Si ha:S = n�1Xq=1(n� q) 
os(q
)�sinuu � sinuu3 + 
osuu2 � ==4 
os(
)"sin (�=4)�=4 � sin (�=4)(�=4)3 + 
os (�=4)(�=4)2 #++3 
os(2
)"sin (�=2)�=2 � sin (�=2)(�=2)3 + 
os (�=2)(�=2)2 #++2 
os(3
)"sin (3�=4)3�=4 � sin (3�=4)(3�=4)3 + 
os (3�=4)(3�=4)2 #++
os(4
)"sin (�)� � sin (�)(�)3 + 
os (�)(�)2 #ossia: S =4 
os(
) (0:9� 1:4596 + 1:14638) + 3 
os(2
) (0:6366� 0:258 + 0)++2 
os(3
) (0:3� 0:054� 0:127) + 
os(4
) (�0:1013)In de�nitiva:S = 4 
os(
) (0:58678) + 3 
os(2
) (0:3786) + 2 
os(3
) (0:119) + 
os(4
) (�0:1013)ESCAM01 - 20



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{

 = 0
S(
=0) = 3:6118; D(
=0) = 4� � 2540�3 + 8� � 3:6118 = 314:1541:88 + 90:77 = 2:368


 = �=2
S(
=�=2) = �1:135; D(
=�=2) = 4� � 2540�3 � 8� � 1:135 = 314:1541:88� 31:038 = 28:98

 = �
S(
=�) = �1:5422; D(
=�) = 4� � 2540�3 � 8� � 1:5422 = 314:1541:88� 38:758 = 100:62
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||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{01-13) Eser
izio n. 1 del 22/6/2001Un'onda elettromagneti
a piana, linearmente polarizzata, si propaga nella direzionedell'asse x in un mezzo di materiale 
onduttore i 
ui parametri 
ostitutivi sono s
onos
iuti.Se si 
onos
e l'andamento spaziale del 
ampo all'istante t = 0 e l'andamento temporale nelpunto x = 40 m, illustrati nelle �gure, valutare i parametri 
ostitutivi �r e � assumendo�r = 1.
..................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... ....................................................................................................................................................
..............................................................................................................................
............................................................... E (V=m)

x (m)............ ............ ............ ............ ............10 20 30 40 50....................................
....................................

�50�252550
75100 ................................ 110 V=m

........................ ................................................................................................................................................................................................... ............... .......................................................................................................................................................................................... 27:3 m.......................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
t=0

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................ ....................................................................................................................................................

..............................................................................................................................

...................................................... E (V=m)
t (�s).......... .......... ..........0:25 0:5 0:75........................

........................
�40�2020
40 ..........................................................................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
.................................................................................................................................................................................................................................41 V=mx=40 m

|||||||S
riviamo l'espressione del 
ampo elettri
o asso
iato all'onda viaggiante nel mezzos
onos
iuto. Supponendo 
he il 
ampo elettri
o sia polarizzato lungo la direzione dell'assez, si ha: ~E = bzE0e��x 
os(�x� !t)All'istante t = 0 il 
ampo elettri
o �e:~E(t=0) = bzE0e��x 
os �x
he per x = 0 diventa: ~E(t=0) = bzE0Risulta dalla �gura per t = 0 E0 = 110 V=m. Dalla stessa �gura si ha �2 = 27:3 m.Quindi: � = 2�� = �27:3 = 0:115 rad=mPer x = 40 m, dalla 
ompetente �gura risulta:E0e��40 = 41 V=mossia: �40�+ lnE0 = ln 41ESCAM01 - 22



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{da 
ui: � = ln 41� ln 110�40 = 0:02467 m�1Ri
aviamo, ora, i parametri 
ostitutivi del mezzo supponendo �r = 1. Si ha:k2 = (� + i�)2 = !2��+ i��!ossia: �2 � �2 = !2�� (1)2�� = ��! (2)La pulsazione ! si ri
ava dalla �gura 
he rappresenta l'andamento temporale da dovesi evin
e 
he T = 0:5 �s; quindi:! = 2�T = 2�5 107 rad = 1:2566 � 107 radDall'equazione (1) si ri
ava �r:�r = �2 � �2!2�0�0 = 7:1807Dall'equazione (2) si ri
ava �:� = 2��!�0 = 3:5932 � 10�4 S=m
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||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{01-14) Eser
izio n. 2 del 22/6/2001Un "radar dome" (o radome) �e un involu
ro di materiale dielettri
o utilizzato perproteggere dalle intemperie un'antenna, 
ome per esempio nel 
aso di antenne a mi
roondeutilizzate per aiutare gli aerei all'atterraggio. La frequenza 
entrale della banda operativadi una tale antenna sia f0 = 5 GHz. Come materiale s
egliamo un dielettri
o 
on �r = 3e �r = 1. Assumendo geometria planare 
al
olare il minimo spessore aÆn
h�e tutta lapotenza emessa dall'antenna attraversi l'involu
ro. Se la frequenza operativa �e 
ambiataa 4 GHz e lo spessore �e quello 
al
olato, valutare il 
oeÆ
iente di ri
essione; ripetere il
al
olo se la frequenza diventa 6 GHz.|||||||(vedi es. n. 4 del 27/2/1998)

..............................................................................................................................

..............................................................................................................................

.................................
..............................................................................................................................
..............................................................................................................................
.................................

.................

.................

...
.................
.................
....
.................
.................
...
.................
.................
....
.................
.................
...
.................
.................
....
.................
.................
...
.................
.................
....
.................
.................
...
.................
.................
....
.................
.................
...
.................
.................
....
.................
.................
...
.................
.................
....
.................
.................
...
.................
.................
....
.................
.................
...
.................
.................
....
.................
.................
...
.................
.................
....
.................
.................
...
.................
.................
....
.................
.................
...
.................
.................
....
.................
.................
...
.................
.................
....
.................
.................
...
.................
.................
....
.................
.................
...
.................
.................
....
.................
.................
...
.................
.................
....
.................
.................
...
.................
.................
....
.................
.................
...
.................
.................
....
.................
.................
...

n2 = p3n1 = 1 n3 = 1....................................................................................................................................................... ...............onda in
idente
Poi
h�e n1 = n3, la ri
ettivit�a dello strato �e nulla per:n2d = m�04 
on m pariQuindi lo spessore del radome aÆn
h�e la potenza attraversi lo strato senza ri
essioneal
una �e: d = m�04n2 
on m pariIl minimo spessore si ha per m = 2; quindi:dmin = �02n2 = 
2f0n2 = 3 � 1082 � 5 � 109 � p3 = p3 
m = 1:732 
mLa formula per la ri
ettivit�a �e:R = (r12 + r23)2 � 4r12r23 sin2 �2d(1 + r12r23)2 � 4r12r23 sin2 �2dESCAM01 - 24



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{essendo: r12 = n1 � n2n1 + n2 = 1�p31 +p3 = �0:7322:732 = �0:2679r23 = n2 � n3n2 + n3 = p3� 1p3 + 1 = +0:7322:732 = +0:2679Quindi: R = 4 (0:2679)2 sin2 �2d0:8616 + 4 (0:2679)2 sin2 �2dessendo: �2d = !
p�r2d = 2�f
 p�r2 
2f0n2 = � ff0Per f = 4 GHz =) �2d = � 45 = 2:5132 =) sin2 �2d = 0:3455Quindi:R(f=4 GHz) = 0:28708 � 0:34550:8616 + 0:28708 � 0:3455 = 0:0991860:8616 + 0:099186 = 0:0991860:960786 ==0:103234 = 10:3234%Per f = 6 GHz =) �2d = � 65 = 3:7699 =) sin2 �2d = 0:3455Quindi:R(f=4 GHz) = 0:28708 � 0:34550:8616 + 0:28708 � 0:3455 = 0:0991860:8616 + 0:099186 = 0:0991860:960786 ==0:103234 = 10:3234%I due valori della ri
ettivit�a sono eguali in quanto i valori delle frequenze sono sim-metri
i rispetto al valore del minimo, 
ome del resto si evin
e dai gra�
i della ri
ettivit�adelle lamine piane.
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||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{01-15) Eser
izio n. 3 del 22/6/2001Il 
ampo elettri
o di un fas
io di lu
e laser 
he si propaga lungo l'asse z di un sistemadi riferimento si pu�o esprimere approssimativamente ~E = bxE0e�r2=w2
os(!t��z), essendor2 = x2 + y2 e w = 400 �m il raggio eÆ
a
e del fas
io (per r = w l'ampiezza del 
ampoelettri
o �e 1=edel valore massimo). Se la potenza della lu
e emessa �e 1W , 
al
olare la forza
he si eser
ita su un dis
o assorbente di raggio a = 0:3 mm sul quale in
ide, in direzionedella normale, il fas
io laser. Ripetere il 
al
olo per a = 0:5 mm.|||||||(vedi es. n. 4 del 1/3/1997)~E = bxE0e�r2=w2
os(!t� �z)La densit�a di potenza, mediata in un periodo, �e:hPi = 12ZE20e�2r2=w2Pertanto la densit�a di forza 
he agis
e sulla super�
ie del dis
hetto assorbente �e:h~ti = hPi
 bz = d~FdSConsideriamo, ora, una 
orona 
ir
olare sul dis
hetto spessa dr e quindi di super�
iedS = 2�rdr.La forza 
he agis
e sul dis
hetto �e, allora:~F =1
 bz Z a0 hPi2�rdr = �
 E202Z Z a0 2re�2r2=w2 = �
 E202Z ��w22 e�2r2=w2�a0 bz ==�
 E202Z ��w22 e�2a2=w2 + w22 � bz = �E201p�� p�p� w24 �1� e�2a2=w2� bz ==��E20w24 �1� e�2a2=w2� bzPer la valutazione della forza o

orre 
al
olare E0; per questo determiniamo la espres-sione della potenza del fas
io ossia:P = Z h~Si � bnda = E202Z Z 10 e�2r2=w22�rdr = E20�2Z ��w22 e�2r2=w2�10= E20�2Z w22ESCAM01 - 26



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{da 
ui: E20 = 4ZP�w2Ne segue:j~F j =��w24 4ZP�w2 �1� e�2a2=w2� = �ZP �1� e�2a2=w2� ==8:854 � 10�12 � 377 � 1 � �1� e�2a2=w2� = 3:3379 � 10�9 �1� e�2a2=w2�Per a = 0:3 mm: j~F j = 3:3379 � 10�9 � 0:6753 = 2:25 � 10�9 NPer a = 0:5 mm: j~F j = 3:3379 � 10�9 � 0:9561 = 3:19 � 10�9 N
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||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{01-16) Eser
izio n. 4 del 22/6/2001Si abbia un sistema uniforme di 
inque antenne a mezz'onda parallele alimentate infase. La distanza fra un'antenna e la 
onse
utiva �e d = �=2 se la frequenza di e

itazione�e 300 MHz. Gra�
are il diagramma di radiazione nel piano � = �=2. Se la distanzaresta invariata e la frequenza viene portata a 500 MHz 
onfrontare il nuovo diagrammadi radiazione 
on quello pre
edentemente gra�
ato e valutare per entrambi le larghezze deilobi prin
ipali a met�a potenza. Cal
olare, altres�i, la direttivit�a per entrambi i sistemi.|||||||Il diagramma di radiazione in potenza nel piano � = �=2 di un sistema uniforme diantenne in fase �e dato dall'espressione:jA(�)j2 = ���� sin [n (kd 
os�) =2℄sin [(kd 
os�) =2℄ ����2Per n = 5 e d = �=2 risulta kd = � 
on � = 
300 � 106 = 1 m; si ha:jA(�)j2 = ���� sin [(5� 
os�) =2℄sin [(� 
os�) =2℄ ����2Riportiamo in tabella i valori di jA(�)j2:� jA(�)j2 � jA(�)j200 1 750 5:124550 0:9991 760 6:5082100 0:9864 770 8:0343150 0:9327 780 9; 6788200 0:7991 790 11:4115250 0:5615 790:1 11:5883300 0:2569 790:2 11:7656350 0:0244 790:3 11:9433400 0:0797 790:4 12:1215450 0:5534 790:5 12:3001500 1:2433 790:6 12:4790550 1:5581 800 13:1971600 1 850 21:4650650 0:0823 900 25700 0:7385L'apertura del lobo prin
ipale a met�a potenza �e:�� = 200:8ESCAM01 - 28



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{Il gra�
o �e riportato in �gura 
on tratto 
ontinuo.Ferma restando la distanza d fra le antenne, indi
hiamo 
on � 0 la nuova lunghezzad'onda di e

itazione; L'espressione per gra�
are il diagramma di radiazione nel piano� = �=2 �e: jA(�)j2� 0 = �������� sin ��5� �� 0 
os�� =2�sin ��� �� 0 
os�� =2� ��������2Poi
h�e � 0 = 
500 � 106 = 35 m, risulta �� 0 = 53.Quindi: jA(�)j2� 0 = �������� sin ��25�3 
os�� =2�sin ��5�3 
os�� =2� ��������2� jA(�)j2 � jA(�)j200 1 600 0:071850 0:8048 650 0:5826100 0:3569 700 1:5524150 0:0182 750 0:1513200 0:1739 800 3:0223250 0:8641 850 16:4489300 1:5096 840 13:1379350 1:3147 830:5 11:632400 0:3986 830:6 11:9314450 0:0306 830:7 12:2319500 0:7268 900:6 25550 0:8893L'apertura del lobo prin
ipale a met�a potenza �e:�� 0 = 120:8Il gra�
o �e riportato in �gura 
on linea tratteggiata.Risulta: ���� 0 = 1:625ESCAM01 - 29
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izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{
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La formula per la direttivit�a di un sistema di antenne a mezz'onda parallele �e:D = 4�n28�n3 + 8�n�1Xq=1 (n� q) 
os(q
)�sinuu � sinuu3 + 
osuu2 �
on u = qkdPoniamo d = �2 e 
 = 0 =) u = q 2�� �2 = q�Se indi
hiamo 
on S la sommatoria 
he �gura al denominatore della formula per ladirettivit�a, si ha:S =4
os��2 + 3
os 2�4�2 + 2
os 3�9�2 + 
os 4�16�2 = � 4�2 + 34�2 � 29�2 + 116�2 ==� 0:40528 + 0:0760� 0:0225 + 0:0063 = �0:34548Quindi:D� = 4� � 2540�3 + 8� � (�0:34548) = 314:159341:8879� 8:6829 = 314:159332:205 = 9:755ESCAM01 - 30



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{Sia, ora: d = �2 e 
 = 0 =) u = q 2�� 0 �2 = q� �� 0 = q� 53S =426664 sin�53���53�� � sin�53���53��3 + 
os�53���53��2
37775+

+326664 sin�532���532�� � sin�532���532��3 + 
os�532���532��2
37775+

+2"
os (5�)(5�)2 #+ 26664 sin�534���534�� � sin�534���534��3 + 
os�534���534��2
37775 ==4 (�0:1654 + 0:0060 + 0:0182) + 3 ��0:0827 + 7:5413 � 10�4 � 0:0046�++2 (�0:0041) + �0:0413� 9:4266 � 10�5 � 0:0011� ==� 0:5648� 0:2596� 0:0082 + 0:0401 = �0:7925Quindi:D� 0 = 4� � 2540�3 � 19:9177 = 314:159341:8879� 19:9177 = 314:159321:9702 = 14:2993Risulta: D� 0D� = 1:4658

ESCAM01 - 31



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{01-17) Eser
izio n. 1 del 20/7/2001Si 
onsideri un'onda elettromagneti
a piana viaggiante lungo l'asse z di un sistema diriferimento 
artesiano. Si 
al
oli la quantit�a 
 = j ~E2jj ~Ej2 nel 
aso in 
ui l'onda sia polarizzata:a) 
ir
olarmente; b) ellitti
amente; 
) linearmente.|||||||a) Una generi
a onda elettromagneti
a piana 
ir
olarmente polarizzata, 
he sipropaga lungo l'asse z di un sistema di riferimento 
artesiano, pu�o essere rappresentata daun vettore 
ampo elettri
o dato dall'espressione:~E = E0 (bx� iby) eikze�i!t
on E0 reale. Si ha: ~E2 = E20 (bx� iby) � (bx� iby) e2ikze�2i!tMa: (bx� iby) � (bx� iby) = 1� 1 = 0e, poi
h�e ��� ~E���2 = E20 (bx� iby) � (bx� iby) = 2E20 , segue:
 = 0. b) Una generi
a onda elettromagneti
a piana ellitti
amente polarizzata, 
he sipropaga lungo l'asse z di un sistema di riferimento 
artesiano, pu�o essere rappresentata daun vettore 
ampo elettri
o dato dall'espressione:~E = �E01bx+ E02ei'by� eikze�i!t
on E01 e E02 reali. Si ha:~E2=�E01bx+E02ei'by� � �E01bx+E02ei'by� e2ikze�2i!t=�E201 +E202e2i'� e2ikze�2i!tper 
ui: ���~E2��� =p ~E2 ~E2� =qE401 + E201E202e�2i' + E201E202e2i' + E402 ==qE401 +E402 + 2E201E202 
os 2'ESCAM01 - 32



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{D'altra parte:���~E���2 = �E01bx+ E02ei'by� � �E01bx+ E02e�i'by� = E201 + E202Quindi: 
 = pE401 +E402 + 2E201E202 
os 2'E201 + E202e, poi
h�e pE401 +E402 + 2E201E202 
os 2' � E201 + E202, risulta:0 � 
 � 1Per ' = �2 e E01 = E02 (
ondizioni 
ompetenti all'onda polarizzata 
ir
olarmente), siha 
 = 0 
ome pre
edentemente 
al
olato.
) Per un'onda polarizzata linearmente basta porre ' = 0 nella formula di 
 
al
olatoper un'onda ellitti
amente polarizzata e risulta:
 = 1
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||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{01-18) Eser
izio n. 2 del 20/7/2001Un giratore �e un dispositivo 
he ruota il piano di polarizzazione di una radiazioneelettromagneti
a di 900. Esso �e 
ostituito da un materiale in ferrite (�r ' 15) 
on !m2� =1 GHz. Ad esso �e appli
ato un 
ampo di induzione magneti
a di 700 G. Quanto deveessere lunga la ferrite ad una frequenza operativa di 3 GHz? Si ponga 
e = � ���� eme ����.|||||||L'angolo � di 
ui il vettore 
ampo elettri
o dell'onda ruota quando essa ha per
orsouna distanza unitaria �e:� = 12!p��0 �r1 + !0!m!20 � !2 � !!m!20 � !2 �r1 + !0!m!20 � !2 + !!m!20 � !2 �
he si pu�o s
rivere: � = 12 !
p�r �r1 + !m!0 + ! �r1 + !m!0 � ! �Si ha:!0 = �
e�0H0 = �
eB0 = ���� eme ����B0 = 1:6 � 10�199:11 � 10�31 0:07 = 1:2294 � 1010 rad=savendo posto e = �1:6 �10�19 C il valore della 
ari
a dell'elettrone e me = 9:11 � 10�31 Kgil valore della sua massa.Pertanto:8>><>>: !m!0 + ! = 2� � 1091:2294 � 1010 + 2� � 3 � 109 = 2� � 1093:1143 � 1010 = 0:2017!m!0 � ! = 2� � 1091:2294 � 1010 � 2� � 3 � 109 = 2� � 109�6:55 � 109 = �0:95926Ne segue:� =12 !
p�r �p1 + 0:2017�p1� 0:95926� = 12 !
p�r (1:09622� 0:22077) ==12 2� � 3 � 1093 � 108 p15 � 0:87545 = � � 8:7545 � 3:8729 = 106:5 rad=mImponendo 
he dopo un tratto L (lunghezza della ferrite) il 
ampo elettri
o risultiruotato di �2 rad, si ha:�L = �2 =) L = �2� = 1:475 � 10�2 m = 1:475 
mESCAM01 - 34



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{01-19) Eser
izio n. 3 del 20/7/2001Un'onda elettromagneti
a piana, viaggiante in aria, in
ide su un tessuto mus
olare(
onsiderato in�nitamente esteso) in direzione della normale. Cal
olare la per
entuale delladensit�a di potenza in
idente 
he viene assorbita dal mus
olo e la profondit�a di penetrazione,se la frequenza dell'onda �e: a) 100 MHz; b) 300 MHz; 
) 915 MHz; d) 2:45 GHz. Iparametri 
ostitutivi dei tessuti mus
olari alle frequenze date sono:f �r �r �100 MHz 71:7 1 0:889 S=m300 MHz 54 1 1:37 S=m915 MHz 51 1 1:60 S=m2:45 GHz 47 1 2:21 S=m|||||||(vedi es. n. 3 del 5/10/1999)Per �0 = 00 la formula della ri
ettivit�a (�2 = �1 = �) �e:R = (q � �1)2 + p2(q + �1)2 + p2Ma, per �0 = 00, risulta p = � e q = �2.Quindi: R = (�2 � �1)2 + �2(�2 + �1)2 + �2essendo:�1 = !
 ; �2 = !
vuut�r2  r1 + �2�2!2 + 1!; � = !
vuut �r2  r1 + �2�2!2 � 1!Cal
oliamo per 
ias
una delle frequenze date il rapporto ��! ed il suo quadrato:f ��! �2�2!2100 MHz 2:2287 4:9674300 MHz 1:5201 2:3108915 MHz 0:6163 0:37982:45 GHz 0:3450 0:1190
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||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{
f = 100 MHz�1 = !
�2 = !
r71:72 �p1 + 4:9674 + 1� = !
 � 11:1087� = !
r71:72 �p1 + 4:9674� 1� = !
 � 7:1920R = (11:1097� 1)2 + (7:1920)2(11:1097 + 1)2 + (7:1920)2 = 102:2060 + 51:7249146:6448 + 51:7249 = 153:9309198:3697 = 0:7760La per
entuale della potenza in
idente assorbita dal mus
olo �e:T% = (1� R) � 100 = 22:4 %La profondit�a di penetrazione �e:Æ = 1� = 6:6388 � 10�2 m = 6:64 
mf = 300 MHz�1 = !
�2 = !
r542 �p1 + 2:3108 + 1� = !
 � 8:7251� = !
r542 �p1 + 2:3108� 1� = !
 � 4:7040R = (8:7251� 1)2 + (4:7040)2(8:7251 + 1)2 + (4:7040)2 = 59:6772 + 22:127694:5776 + 22:1276 = 81:8048116:7052 = 0:70095La per
entuale della potenza in
idente assorbita dal mus
olo �e:T% = (1� R) � 100 = 29:90 %La profondit�a di penetrazione �e:Æ = 1� = 3:3834 � 10�2 m = 3:38 
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||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{f = 915 MHz�1 = !
�2 = !
r512 �p1 + 0:3798 + 1� = !
 � 7:4467� = !
r512 �p1 + 0:3798� 1� = !
 � 2:1103R = (7:4467� 1)2 + (2:1103)2(7:4467 + 1)2 + (2:1103)2 = 41:5599 + 4:452471:3467 + 4:4534 = 46:013375:8001 = 0:6070La per
entuale della potenza in
idente assorbita dal mus
olo �e:T% = (1� R) � 100 = 39:30 %La profondit�a di penetrazione �e:Æ = 1� = 2:4727 � 10�2 m = 2:47 
mf = 2:45 GHz�1 = !
�2 = !
r472 �p1 + 0:1190 + 1� = !
 � 6:9541� = !
r472 �p1 + 0:1190� 1� = !
 � 1:1657R = (6:9541� 1)2 + (1:1657)2(6:9541 + 1)2 + (1:1657)2 = 35:4513 + 1:358963:2677 + 1:3589 = 36:810264:6266 = 0:5696La per
entuale della potenza in
idente assorbita dal mus
olo �e:T% = (1� R) � 100 = 43:04 %La profondit�a di penetrazione �e:Æ = 1� = 1:6718 � 10�2 m = 1:67 
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||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{01-20) Eser
izio n. 4 del 20/7/2001Tre antenne a mezz'onda, alimentate 
on eguale intensit�a di 
orrente in fase, sonoallineate lungo l'asse z di un sistema di riferimento. I 
entri di esse sono distanti d = �.Gra�
are il diagramma di radiazione.|||||||(vedi es. n.2 del 14/9/96)
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Come sappiamo dalla teoria il diagramma di radiazione di un sistema di antennea mezz'onda allineate lungo l'asse z di un sistema di riferimento �e rappresentato dallafunzione: U(�) = ������
os��2 
os ��sin � n�1Xp=0Ape�ikzp 
os �������E�ettuando gli stessi 
al
oli svolti nell'ambito della teoria dei sistemi di antenne,ponendo ap = 1 e tenendo 
onto 
he, nel nostro 
aso, kd = 2�, si ha:U(�) = ������
os��2 
os ��sin � sin (3� 
os �)sin (� 
os �) ������� U(�) � U(�)00 0 500 0:172050 0:2057 550 0:5988100 0:4110 600 0:8165150 0:6107 650 0:6676ESCAM01 - 38



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{200 0:7904 700 0:0850250 0:9241 750 0:8456300 0:9744 800 1:8806350 0:9 850 2:6924400 0:6714 900 3450 0:2936
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||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{01-21) Eser
izio n. 1 del 13/9/2001Una guida rettangolare di dimensioni a = 2 
m e b = 1 
m �e e

itata nel modo TE10ad una frequenza f = 32f
. Se la potenza 
onvogliata all'interno della guida �e P = 108 W
al
olare la densit�a super�
iale di forza (in modulo, direzione e verso), mediata in unperiodo, 
he si eser
ita su 
ias
una delle pareti della guida gia
enti sui piani x = 0 e x = a.Si 
al
oli, quindi, la forza (in modulo, direzione e verso), mediata in un periodo, 
hesi eser
ita sull'unit�a di lunghezza di 
ias
una delle suddette pareti.|||||||(vedi es. n.4 del 21/7/1998, n.2 del 26/2/1999)

................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... ...................... x..............................................................................................................................

..............................................................................................................................

............................................................................. y
..................................................................bn0 ..................................................................bna.............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................. abOI 
ampi elettri
i e magneti
i all'interno di una guida d'onda rettangolare e

itata nelmodo TE10 sono: Ex = 0Ey = � i!�0h10 A sin �xa e�i�10zei!tEz = 0Hx = i�10h10 A sin �xa e�i�10zei!tHy = 0Hz = A 
os �xa e�i�10zei!tConsideriamo le pareti della guida 
he gia

iono sui piani x = 0 e x = a. Su di esse i
ampi elettri
i e magneti
i sono:Ex = Ey = Ez = 0Hx = Hy = 0Hz = �Ae�i�10zei!t�+ per x = 0� per x = aESCAM01 - 40



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{I 
orrispondenti tensori degli sforzi sono:
S(e) = 0BBB� 0 0 00 0 00 0 0

1CCCA e S(m) = 0BBBB��12�0H2z 0 00 �12�0H2z 00 0 12�0H2z
1CCCCAQuindi: S = S(e) + S(m) = 0BBBB��12�0H2z 0 00 �12�0H2z 00 0 12�0H2z

1CCCCALa densit�a super�
iale di forza 
he si eser
ita su 
ias
una delle pareti gia
enti sui pianix = 0 e x = a �e: ~t = S � bn0 su x = 0~t = S � bna su x = aossia: ~t = 0BBBB��12�0H2z 0 00 �12�0H2z 00 0 12�0H2z
1CCCCA �0BBB� 100

1CCCA = �12�0H2z bx su x = 0
~t = 0BBBB��12�0H2z 0 00 �12�0H2z 00 0 12�0H2z

1CCCCA �0BBB��100
1CCCA = +12�0H2z bx su x = aLa densit�a super�
iale di forza mediata in un periodo �e:h~ti = 8><>:�12�0h<(Hz) � <(Hz)ibx = �14�0HzH�z bx = �14�0A2bx su x = 0+12�0h<(Hz) � <(Hz)ibx = +14�0HzH�z bx = +14�0A2bx su x = aLa forza tende a spingere le pareti.ESCAM01 - 41



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{Per valutare tale forza bisogna 
onos
ere la 
ostante A2 in funzione della potenza
onvogliata all'interno della guida. Si ha:PTE10 =A2!�0p!2��0 � h2104h210 ab = A2!�0p!2��0 � !2
10��04!2
10��0 ab ==A2!2�0p��0r1� !2
10!24!2
 10��0 ab = A24 r�0� !2!2
10r1� !2
10!2 ab ==A24 37794r1� 49 2 � 10�4 = 3:16 � 10�2A2da 
ui: A2 = PTE103:16 � 10�2 = 1083:16 � 10�2 = 3:16 � 109Pertanto il modulo della densit�a di forza 
he agis
e sulle pareti della guida gia
entinei piano x = 0 e x = a �e:��h~ti�� = 14�0A2 = 144� � 10�7 � 3:16 � 109 = 9:927 � 102 N=m2La forza, mediata in un periodo, 
he si eser
ita su una super�
ie dS di 
ias
una parete�e: d2h~F i = h~tidS = h~tidydzossia la forza per unit�a di lunghezza della guida �e:dh~F idz = Z b0 h~tidy = 8><>:�14�0A2bbx = �9:927bx N=m su x = 0+14�0A2bbx = +9:927bx N=m su x = aLa forza, 
ome abbiamo gi�a fatto notare, �e repulsiva e questo �e dovuto alfatto 
he l'uni
o 
ontributo a 
odesta forza �e il 
ampo magneti
o sulle super�
iinterne delle pareti in oggetto ossia la repulsione �e determinata dalle 
orrente
he 
ir
olano sulle pareti, ovviamente in senso opposto.
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||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{01-22) Eser
izio n. 2 del 13/9/2001Con riferimento al pre
edente problema, determinare l'espressione della densit�a su-per�
iale di forza (in modulo, direzione e verso), mediata in un periodo, 
he si eser
ita su
ias
una delle pareti della guida gia
enti sui piani y = 0 e y = b.Si 
al
oli, quindi, la forza (in modulo, direzione e verso), mediata in un periodo, 
hesi eser
ita sull'unit�a di lunghezza di 
ias
una delle suddette pareti.|||||||

................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... ...................... x..............................................................................................................................

..............................................................................................................................

............................................................................. y
...........................................................bn0...........................................................bnb.............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................. abOConsideriamo le pareti della guida gia
enti sui piani y = 0 e y = b. Su di esse i 
ampielettri
i e magneti
i sono: Ex = 0Ey = � i!�0h10 A sin �xa e�i�10zei!tEz = 0Hx = i�10h10 A sin �xa e�i�10zei!tHy = 0Hz = A 
os �xa e�i�10zei!tI 
orrispondenti tensori degli sforzi sono:

S(e) = 0BBBB��12�0E2y 0 00 12�0E2y 00 0 �12 �0E2y
1CCCCAESCAM01 - 43



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{S(m) = 0BBBB� 12�0H2x � 12�0H2z 0 �0HxHz0 �12�0H2x � 12�0H2z 0�0HzHx 0 �12�0H2x + 12�0H2z
1CCCCAIl tensore degli sforzi elettromagneti
i �e, quindi:

S=
0BBBBBBBBBBBBB�
�12�0E2y + 12�0H2x � 12�0H2z 0 �0HxHz0 12�0E2y � 12�0H2x � 12�0H2z 0

�0HzHx 0 �12�0E2y � 12�0H2x + 12�0H2z
1CCCCCCCCCCCCCALa densit�a super�
iale di forza 
he si eser
ita su 
ias
una delle pareti gia
enti sui pianiy = 0 e y = b �e: ~t = S � bn0 su y = 0~t = S � bnb su y = bossia: ~t = S �0BBB� 010

1CCCA = +�12�0E2y � 12�0H2x � 12�0H2z� by su y = 0
~t = S �0BBB� 0�10

1CCCA = ��12�0E2y � 12�0H2x � 12�0H2z� by su y = bLa densit�a super�
iale di forza mediata in un periodo �e:
h~ti=

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:
+12 (�0h<(Ey) � <(Ey)i � �0h<(Hx) � <(Hx)i � �0h<(Hz) � <(Hz)i)by == +14 ��0EyE�y � �0HxH�x � �0HzH�z �by su y=0�12 (�0h<(Ey) � <(Ey)i � �0h<(Hx) � <(Hx)i � �0h<(Hz) � <(Hz)i)by == �14 ��0EyE�y � �0HxH�x � �0HzH�z �by su y=bESCAM01 - 44



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{h~ti = 8>><>>:+14 ��0!2�20h210 A2 sin2 �xa � �0 �210h210A2 sin2 �xa � �0A2 
os2 �xa � by su y = 0�14 ��0!2�20h210 A2 sin2 �xa � �0 �210h210A2 sin2 �xa � �0A2 
os2 �xa � by su y = bh~ti = 8>><>>:+14 � �0h210 �!2�0�0 � �210�A2 sin2 �xa � �0A2 
os2 �xa � by su y = 0�14 � �0h210 �!2�0�0 � �210�A2 sin2 �xa � �0A2 
os2 �xa � by su y = bh~ti = 8><>:+14�0A2 �sin2 �xa � 
os2 �xa � by su y = 0�14�0A2 �sin2 �xa � 
os2 �xa � by su y = bh~ti = 8><>:�14�0A2 �
os 2�xa � by su y = 0+14�0A2 �
os 2�xa � by su y = bLa forza, mediata in un periodo, 
he si eser
ita su una super�
ie dS di 
ias
una parete�e: d2h ~F i = h~tidS = h~tidxdzossia la forza per unit�a di lunghezza della guida �e:dh~F idz = Z a0 h~tidx = 8>><>>:�12�0A2by Z a0 
os 2�xa dx = 0 su y = 0+12�0A2by Z a0 
os 2�xa dx = 0 su y = bIn questo 
aso la forza �e nulla. Questo signi�
a 
he la forza dovuta alle
orrenti (ossia al 
ampo magneti
o) 
he �e repulsiva �e 
ontrobilan
iata dallaforza dovuta alle 
ari
he elettri
he (ossia al 
ampo elettri
o) 
he �e attrattiva.
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||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{01-23) Eser
izio n. 3 del 13/9/2001Una sottile barra metalli
a di lunghezza l = 1:2m ruota in un 
ampo magneti
o uni-forme, 
on frequenza di rotazione � = 120 giri al minuto, attorno ad un asse perpendi
olarealla barra e passante per un punto di essa distante 25 
m da una delle estremit�a. Il vettoreinduzione magneti
a ~B �e parallelo all'asse di rotazione ed ha il modulo di 10Gauss.Appli
ando le leggi di trasformazione dei 
ampi, s
egliendo arbitrariamente il versodi ~B e quello di rotazione, trovare la di�erenza di potenziale indotta fra le estremit�a dellabarra. Ripetere il 
al
olo nel 
aso in 
ui l'asse di rotazione passa per il 
entro della barra.In entrambi i 
asi disegnare i versi dei 
ampi elettri
i nei vari punti della barra.|||||||Poniamo la barra lungo l'asse x del solito sistema di riferimento. Sia l'asse y l'asse dirotazione e quello di �gura il verso di rotazione.In tale sistema di riferimento sia:~B = �B0by; ~E = 0

..............................................................................................................................

............................................................................................................................................y
x...........................................................................................................................................................................................................z O.............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................. .....................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

............................................................................................................................................................................~B...................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... ..................E0x..................................................................................................................................................................... E0x
................ ............. .......................................................................

................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................ ........................................................................... .................................................................................................. ................
La barra si pu 
onsiderare 
ostituita da tanti punti mobili 
on velo
it variabile se
ondola legge: j~vj = !jrjessendo ! la velo
it�a angolare di rotazione della barra e jrj la distanza di 
ias
un punto diessa dall'asse di rotazione. ESCAM01 - 46



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{Consideriamo l'istante in 
ui la barra sia orientata se
ondo l'asse x del sistema diriferimento Oxyz. Nei punti 
on x > 0 ~v = +!jxjbzNei punti 
on x < 0 ~v = �!jxjbzS
riviamo le leggi di trasformazione dei 
ampi nel 
aso di moto lungo l'asse z. Nelsistema di riferimento della barra i 
ampi sono:E0x = 
�Ex � vBy� ; E0y = 
�Ey + vBx� ; E0z = EzPertanto: Nei punti 
on x > 0 =) 8>><>>:E0x = +
!jxjB0E0y = 0E0z = 0 x > 0
Nei punti 
on x < 0 =) 8>><>>:E0x = �
!jxjB0E0y = 0E0z = 0 x < 0Quindi il 
ampo elettri
o, in un sistema di riferimento solidale alla barra diretto versol'asse x positivo nei punti della barra 
on x positivi; al 
ontrario per x negativi.La di�erenza di potenziale indotta fra gli estremi della barra �l1 e +l2 �e:�V = Z +l2�l1 ~E0 � ~dl = � Z 0�l1 
!jxjB0 dx+ Z l20 
!jxjB0 dx == 
!B0��12 l21�+ 
!B0 12 l22 == 
!B012 �l22 � l21� ' 2� � 2 � 10�3 12 �0:952 � 0:252� == 5:28mVavendo posto 
 = 1, ! = 2�� = 2� � 2 rad=s e B0 = 10 � 10�4 = 10�3 Wb=m2.Nel 
aso in 
ui l'asse di rotazione passi per il 
entro della barra si ha l1 = l2 e, quindi,�V = 0. ESCAM01 - 47



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{01-24) Eser
izio n. 4 del 13/9/2001Si abbia un sistema uniforme di 
inque antenne a mezz'onda parallele alimentate infase. La distanza fra un'antenna e la 
onse
utiva �e d = �=2. Per valutare approssima-tivamente la forma del lobo prin
ipale si gra�
hino i diagrammi di radiazione nel piano� = �=2 e nel piano � = �=2 e si valutino le rispettive larghezze a met�a potenza.|||||||(vedi es. n.4 del 22/6/2001)Consideriamo un sistema di antenne a mezz'onda parallele. La densit�a super�
iale dipotenza, mediata in un periodo, �e:jh~Sij =r�� 18�2r2 jF (�)A(�; �)j2dove: F (�) = 
os��2 
os ��sin �Se il sistema di antenne �e uniforme e 
 = 0 risulta:jA(�; �)j = sin [n (kd sin � 
os�) =2℄sin [(kd sin � 
os�) =2℄Consideriamo il piano � = �2 . In tal 
aso risulta, qualunque sia �, ���A��; �2���� = n e,quindi: jh~Sij� = �2 =r�� 18�2r2n2 ������
os��2 
os ��sin � ������2Riportiamo in tabella la quantit�a f(�) = ���F (�)A��; �2����2 = n2 ������
os��2 
os ��sin � ������2� f(�) � f(�) � f(�) � f(�) � f(�)00 0.0000 50 0.1176 100 0.4721 150 1.0681 200 1.9121250 3.0099 300 4.3638 350 5.9691 400 7.8104 450 9.8575500 12.0631 550 14.3609 600 16.6667 650 18.8812 700 20.8967750 22.6048 800 23.9065 850 24.7221 900 25.0000 950 24.72211000 23.9065 1050 22.6048 1100 20.8967 1150 18.8812 1200 16.66671250 14.3609 1300 12.0631 1350 9.8575 1400 7.8104 1450 5.96911500 4.3638 1550 3.0099 1600 1.9121 1650 1.0681 1700 0.4721ESCAM01 - 48



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{1750 0.1176 1800 6.2500 1850 0.1176 1900 0.4721 1950 1.06812000 1.9121 2050 3.0099 2100 4.3638 2150 5.9691 2200 7.81042250 9.8575 2300 12.0631 2350 14.3609 2400 16.6667 2450 18.88122500 20.8967 2550 22.6048 2600 23.9065 2650 24.7221 2700 25.00002750 24.7221 2800 23.9065 2850 22.6048 2900 20.8967 2950 18.88123000 16.6667 3050 14.3609 3100 12.0631 3150 9.8575 3200 7.81043250 5.9691 3300 4.3638 3350 3.0099 3400 1.9121 3450 1.06813500 0.4721 3550 0.1176 3600 0.0000La met�a della potenza emessa �e irradiata in una direzione 
ompresa fra 500 e 550;pre
isamente risulta 
he per � = 510 si ottiene f(�) = 12:518.Pertanto l'apertura del lobo prin
ipale a met�a potenza �e:�� ' 780
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||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{Consideriamo il piano � = �2 . In tal 
aso risulta, ���F ��2����2 = 1.Quindi il diagramma di radiazione in potenza nel piano � = �=2 di un sistema uniformedi antenne in fase �e dato dall'espressione:jA(�)j2 = ���� sin [n (kd 
os�) =2℄sin [(kd 
os�) =2℄ ����2Per n = 5 e d = �=2 risulta kd = �; si ha:jA(�)j2 = ���� sin (5� 
os�) =2sin (� 
os�) =2 ����2Riportiamo in tabella i valori di jA(�)j2.� jA(�)j2 � jA(�)j2 � jA(�)j2 � jA(�)j2 � jA(�)j200 1:0000 50 0:9991 100 0:9864 150 0:9327 200 0:7991250 0:5615 300 0:2569 350 0:0244 400 0:0797 450 0:5534500 1:2433 550 1:5581 600 1:0000 650 0:0823 700 0:7385750 5:1245 760 6:5082 770 8:0343 780 9:6788 790 11:4115790:1 11:5883 790:2 11:7656 790:3 11:9433 790:4 12:1215 790:5 12:3001790:6 12:4790 800 13:1971 850 21:4650 900 25:0000L'apertura del lobo prin
ipale a met�a potenza �e:�� ' 200:8Il relativo gra�
o �e tra

iato nella pagina seguente.Dal 
onfronto dei gra�
i si evin
e 
he il lobo prin
ipale �e molto stretto lungo il pianoorizzontale e molto largo lungo quello verti
ale.
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||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{
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||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{01-25) Eser
izio n. 1 del 5/10/2001In al
uni esperimenti di fusione mediante lu
e laser, nei quali viene 
reato un plasmafa
endo in
idere un impulso di lu
e, di lunghezza d'onda �0 = 1:06 �m, su un materialesolido, vengono generati 
ampi magneti
i molto intensi dovuti a 
orrenti termoelettri
he.Questi 
ampi possono essere misurati per mezzo della rotazione di Faraday alla quale �esottoposta la lu
e di frequenza doppia � 0 = 0:53�m emessa dallo stesso laser. Se B =100 � 104 Gauss, n = 1027 m�3 ed il per
orso nel plasma �e di 30 �m, 
al
olare l'angolodi rotazione in gradi nell'ipotesi 
he la lu
e si propaghi nelle stessa direzione del 
ampomagneti
o. |||||||Sia: � = 
� 0 = 3 � 1080:53 � 10�6 = 5:6604 � 1014 Hzla frequenza della lu
e in
idente nel plasma.Sia: !2p = ne2me�0 = 1027 � (1:6 � 10�19)29:11 � 10�31 � 8:854 � 10�12 = 3:1738 � 1030 (rad=s)2il quadrato della pulsazione di plasma.Sia: !g = �jejB0me = �1:6 � 10�19 � 1009:11 � 10�31 = �1:7563 � 1013 (rad=s)la pulsazione giromagneti
a.L'angolo � di 
ui il vettore 
ampo elettri
o ruota quando l'onda ha per
orso unadistanza unitaria �e: � = 12 !
 24s1� !2p!(! � !g) �s1� !2p!(! + !g)35Valutiamo le quantit�a !2p!(! � !g) ; si ha:!2p!(! � !g) = 3:1738 � 10302� � 5:6604 � 1014 (2� � 5:6604 � 1014 + 1:7563 � 1013) == 3:1738 � 10303:5565 � 1015 � 3:5741 � 1015 = 0:24968ESCAM01 - 52



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{!2p!(! + !g) = 3:1738 � 10302� � 5:6604 � 1014 (2� � 5:6604 � 1014 � 1:7563 � 1013) == 3:1738 � 10303:5565 � 1015 � 3:5389 � 1015 = 0:25217Quindi si ha: � = 5:9275 � 106 �p1� 0:24968�p1� 0:25217� == 5:9275 � 106 (0:86621� 0:86477) == 5:9275 � 106 � 0:00144 = 8535:6 rad=mDopo un tratto L = 30� m per
orso dall'onda nel plasma, l'angolo di rotazione �e:�L = 8535:6 � 30 � 10�6 = 0:25607 rad = 0:25607 � 180� = 140:672Il valore pi�u pre
iso ottenuto svolgendo tutte le operazione 
on 15 
ifre signi�
ative �e140:587.
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||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{01-26) Eser
izio n. 2 del 5/10/2001Alla frequenza di 500 KHz 
omparare l'eÆ
ienza di radiazione di due antenne a spira
ir
olare di raggio a = 15 
m, una fatta di �lo di rame AWG 12 (ossia di raggio del �lob = 1 mm) e l'altra di AWG 8 (b = 1:6 mm). La 
ondu
ibilit�a del rame a tale frequenza�e 5:7 � 107 S=m. Si ipotizzi 
he la 
orrente sia uniforme lungo la spira e 
uis
a, attraversola sezione del �lo, all'interno di un'area limitata dalla 
ir
onferenza di raggio b e da una
ir
onferenza di raggio pari a b � Æ, essendo Æ la distanza di penetrazione o skin depth.Essendo Æ << b si assuma 
he tale area sia eguale a 2�bÆ.|||||||(vedi es. n.1 del 4/10/2000)Dalla de�nizione di eÆ
ienza di un'antenna si dedu
e 
he essa si pu�o s
rivere:k = PrPr + PLessendo Pr la potenza totale irradiata dall'antenna e PL la potenza dissipata per e�ettoJoule.Poi
h�e risulta: PL = 12RLjIj2 e Pr = 12RajIj2Ne segue: k = RaRa +RLessendo Ra la resistenza di radiazione dell'antenna e RL la sua resistenza ohmi
a.Cal
oliamo la resistenza di radiazione della spira; la lunghezza d'onda della radiazioneemessa �e � = 
� = 3 � 1085 � 105 = 600 m, quindi risulta a << �.Il 
ampo elettri
o far �eld irradiato dalla spira in approssimazione a� << 1 �e:~E(~r) = be�!�kI�a2 eikr4�r sin �Il 
ampo magneti
o ad esso asso
iato �e:~H(~r) = �be�k2I�a2 eikr4�r sin �ESCAM01 - 54



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{Il vettore di Poynting 
omplesso �e:~S
 = 12 � ~E � ~H �� = ber 12!�k3 �I�a2�2 1(4�r)2 sin2 �Poi
h�e: !�k3 = !��2�� �3 = 
��2�� �4 =r�� �2�� �4si ha: ~S
 = berr�� I2�432r2 �d��4 sin2 �Ne segue 
he: < ~S >= berr�� I2�432r2 �d��4 sin2 �La densit�a di potenza irradiata �e, quindi:P = ���< ~S � ber >��� =r�� I2�432r2 � d��4 sin2 �La potenza totale irradiata �e:Psfera = Isfera < ~S > �bnd2r = Isfera < ~S > r2 sin �d�d� == Z I2�432 � d��4 Z 2�0 d� Z �0 sin3 �d� = Z I2�432 �d��4 2� 43 = Z I2�512 � d��4Si ha quindi:Ra = Z �56 �d��4 = 377�56 �2 � 15 � 10�2600 �4 = 1:92 � 104 � 6:25 � 10�14 = 1:2 � 10�9 OhmCal
oliamo ora le resistenze ohmi
he per entrambe le spire.Sappiamo 
he: RL = � lSessendo � la resistivit�a del �lo, l la sua lunghezza e S = 2�bÆ la sezione all'interno dellaquale 
uis
e la 
orrente.Ne segue: RL = 1� 2�a2�bÆ = 1� abr!��2 = abr!�2��E interessante notare 
he:Æ =r 2��! =r 24� � 10�7 � 5:7 � 107 � 2� � 5 � 105 = 9:43 � 10�5 mESCAM01 - 55



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{
io�e la profondit�a di penetrazione �e molto pi

ola rispetto al raggio di 
ias
una delle duespire.La quantit�a r!�2� prende il nome di resistenza super�
iale e si indi
a 
on il simboloRs; risulta: Rs =r2� � 5 � 105 � 4� � 10�72 � 5:7 � 107 = 1:86 � 10�4 Ohma) Spira 
on b = 1 mmRL = 15 � 10�21 � 10�3 � 1:86 � 10�4 = 2:79 � 10�2 Ohmb) Spira 
on b = 1:6 mmRL = 15 � 10�21:6 � 10�3 � 1:86 � 10�4 = 1:74 � 10�2 OhmPer frequenze 
os�i basse la resistenza di radiazione �e molto pi�u bassa della resistenzadi perdita ohmi
a.Le relative eÆ
ienze d'antenna sono:a) Spira 
on b = 1 mmk = RaRa + RL = 1:2 � 10�91:2 � 10�9 + 2:79 � 10�2 = 4:3 � 10�8b) Spira 
on b = 1:6 mmk = RaRa + RL = 1:2 � 10�91:2 � 10�9 + 1:74 � 10�2 = 6:9 � 10�8
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||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{01-27) Eser
izio n. 3 del 5/10/2001Un vei
olo spaziale rientrante sulla Terra genera attorno a s�e uno strato di plasmaspesso 1 m 
aratterizzato da una frequenza di 
ollisioni � = 1011 
ollisioni=s e da unadensit�a elettroni
a n = 5 � 1013elettroni=
m3. Determinare la frequenza di un'onda elet-tromagneti
a ne
essaria per
h�e essa possa attraversare lo strato di plasma 
on una perditadi potenza di 10 dB. |||||||(vedi es. n.3 del 29/6/1996)Se indi
hiamo 
on P0 la potenza dell'onda elettromagneti
a 
he penetra nello stratodi plasma e 
on P la potenza dopo un per
orso z� all'interno dello strato, si ha:P = P0e�2�z� =) log10 PP0 = �2�z� log10 ePer z = 1 m ossia alla �ne dello strato deve risultare:10 log10 PP0 = �10ossia: �2� log10 e = �1 =) � = 12 log10 e = 1:1513 m�1D'altra parte sappiamo 
he per un plasma omogeneo vale (se la frequenza non �e moltoprossima alla frequenza di plasma):� = 12!eff!2p
�!2 + !2eff�s1� !2p!2 + !2eff
he si pu�o s
rivere: � = 12
!eff!2pr�!2 + !2eff�2 � !2p �!2 + !2eff�Elevando al quadrato ed ordinando:�!2 + !2eff�2 � !2p �!2 + !2eff�� 14
2�2!2eff!4p = 0la 
ui soluzione �e: !2 + !2eff = 12 "!2p �r!4p + 44
2�2!2eff!4p#ESCAM01 - 57



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{D'altra parte deve essere veri�
ata la 
ondizione:!2 + !2eff > !2pquindi dobbiamo s
artare la soluzione 
on il segno meno, ossia:!2 + !2eff = 12 "!2p +r!4p + 1
2�2!2eff!4p#e, an
ora: !2 = 12!2p "1 +s�1 + 1
2�2!2eff�#� !2effRisulta: !2p = nq2m�0 = 5 � 1019 � (1:6 � 10�19)29:11 � 10�31 � 8:854 � 10�12 = 1:5869 � 1023 (rad=s)2!eff = 2� � 1011 = 6:28 � 1011 rad=s1
2�2!2eff = 3:9438 � 10234 � 9 � 1016 � 1:3255 = 3:306 � 106Ne segue:!2 '12 � 1:5869 � 1023 � 1819:22� 3:9476 � 1023 ' 1:44 � 1026 (rad=s)2Quindi: ! ' 1:2 � 1013 rad=s =) f = !2� ' 1:9 � 1012 Hz
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||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{01-28) Eser
izio n. 4 del 5/10/2001Per 
ias
uno dei due insiemi di parametri di Stokes sotto indi
ati si 
al
olino i para-metri 
aratterizzanti lo stato di polarizzazione dell'onda elettromagneti
a asso
iata non
h�esi gra�
hino le relative �gure di polarizzazione.a) s0 = 3; s1 = �1; s2 = 2; s3 = �2b) s0 = 25; s1 = 0; s2 = 24; s3 = 7|||||||(vedi es. n.4 del 24/4/1999)a) s0 = 3; s1 = �1; s2 = 2; s3 = �2Si ha: 8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

a21 = s0 + s12 = 1 =) a1 = 1 (1)b21 = s0 � s12 = 2 =) b1 = p2 (2)tan Æ = s3s2 = �1 (3)sin Æ = s32a1b1 = � 22p2 (4)tan 2	 = s2s1 = �2 (5)sin 2	 = s2s0 
os 2� (6)sin 2� = 2a1b1a21 + b21 sin Æ (7)tan� = � ba (8)Si dedu
e immediatamente, dalla (1), dalla (2) e dalla (4), 
he l'onda �e polarizzataellitti
amente levogira. Inoltre, poi
h�e tan Æ < 0 risulta Æ nel quarto quadrante ossia:Æ = ��4 . Dall'equazione (5) si dedu
e 
he l'angolo 2	 di orientazione dell'asse maggioregia
e nel se
ondo o nel quarto quadrante; d'altra parte poi
h�e 
os 2� �e sempre positivoin quanto, per de�nizione, 2� gia
e nel primo o nel quarto quadrante risulta dalla (6)sin 2	 > 0 quindi l'angolo 2	 gia
e nel se
ondo quadrante e quindi 2	 = 1160:57 ossia:	 = 580:28ESCAM01 - 59



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{Per 
al
olare l'ellitti
it�a dell'ellisse 
onsideriamo la (7) e la (8):sin 2� = 2p23 �� 1p2� = �23 =) 
os 2� =r1� 49 = p53da 
ui: tan� = 1� 
os 2�sin 2� = 1� p33�23 = 3�p5�2 = �0:38per 
ui: ba = 0:38Per poter gra�
are l'ellisse o

orre 
al
olare a e ba2 = a21 
os2	+ b21 sin2	+ 2a1b1 
os	 sin	 sin Æ = 2:6086 =) a = 1:6151da 
ui b = 0:6137.
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Si pu�o eventualmente veri�
are il gra�
o dell'ellisse, gra�
andolo per punti; per farquesto s
riviamo le 
omponenti dei 
ampi:Ex = 
os(2��) Ey = p2 
os�2�� � �4�ESCAM01 - 60



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{e valutiamole per 0 � � � 1.Si ha: � Ex Ey � Ex Ey0 1 1 0:1 0:809 1:3970:2 0:309 1:260 0:3 �0:309 0:6420:4 �0:809 �0:221 0:5 �1 �10:6 �0:809 �1:397 0:7 �0:309 �1:2600:8 0:309 �0:642 0:9 0:809 0:2211 1 1I valori 
os�i trovati 
orrispondono perfettamente 
on i punti sull'ellisse pre
edente-mente gra�
ata.b) s0 = 25; s1 = 0; s2 = 24; s3 = 7Si ha: 8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

a21 = s0 + s12 = 12:5 =) a1 = 3:536 (1)b21 = s0 � s12 = 12:5 =) b1 = 3:536 (2)tan Æ = s3s2 = 724 (3)sin Æ = s32a1b1 = 0:28 > 0 (4)tan 2	 = s2s1 = +1 (5)sin 2� = 2a1b1a21 + b21 sin Æ = 0:28 (6)tan� = � ba (7)Si dedu
e immediatamente, dalla (1), dalla (2) e dalla (4), 
he l'onda �e polarizzataellitti
amente destrogira. Inoltre, poi
h�e tan Æ > 0 risulta Æ nel primo quadrante ossia:Æ = 160:26 = 0:2838 rad. Dall'equazione (5) si dedu
e 
he l'angolo 2	 di orientazionedell'asse maggiore �e �2 e quindi: 	 = 450Per 
al
olare l'ellitti
it�a dell'ellisse 
onsideriamo la (6) e la (7):
os 2� =p1� (0:28)2 = 0:96da 
ui: tan� = 1� 
os 2�sin 2� = 1� 0:960:28 = 0:14ESCAM01 - 61



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{per 
ui: ba = 0:14Per poter gra�
are l'ellisse o

orre 
al
olare a e ba2 = a21 
os2	+ b21 sin2	+ 2a1b1 
os	 sin	 
os Æ = 24:5 =) a = 4:95da 
ui b = 0:693.
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Si pu�o eventualmente veri�
are il gra�
o dell'ellisse, gra�
andolo per punti; per farquesto s
riviamo le 
omponenti dei 
ampi:Ex = 3:536 
os(2��) Ey = 3:536 
os (2�� + 0:2838)e valutiamole per 0 � � � 1.Si ha: � Ex Ey � Ex Ey0 3:536 3:394 0:1 2:860 2:1640:2 1:093 1:073 0:3 �1:093 �1:9910:4 �2:860 �3:328 0:5 �3:536 �3:3940:6 �2:860 �2:164 0:7 �1:0926 �0:1070:8 1:093 1:991 0:9 2:860 3:3281 3:536 3:394I valori 
os�i trovati 
orrispondono perfettamente 
on i punti sull'ellisse pre
edente-mente gra�
ata. ESCAM01 - 62



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{01-29) Eser
izio n. 1 del 24/11/2001Una barra di rame lunga 10 m ha il diametro di 6 mm. Cal
olare la sua resistenzaohmi
a alle frequenze di 100 Hz, 1 MHz e 10 GHz. La 
ondu
ibilit�a del rame �e prati
a-mente eguale per tutte e tre le frequenze e risulta � = 5:8 � 107 S=m.|||||||(vedi es. n.2 del 5/10/2001)Si ipotizzi 
he la 
orrente sia uniforme lungo il �lo e 
uis
a, attraverso la sezione del�lo, all'interno di un'area limitata dalla 
ir
onferenza di raggio a e da una 
ir
onferenza diraggio pari a a� Æ, essendo a il raggio del �lo e Æ la distanza di penetrazione o skin depth.
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Poi
h�e: Æ =r 2��! =r 24� � 10�7 � 5:8 � 107 � 2�� = 6:6 � 10�2p� (m)si ha: 8>>><>>>: Æ = 6:6 � 10�3 m per � = 100 HzÆ = 6:6 � 10�5 m per � = 1 MHzÆ = 6:6 � 10�7 m per � = 10 GHzOsserviamo subito 
he per � = 100 Hz la profondit�a di penetrazione �e maggiore deldiametro del �lo, quindi la 
orrente attraversa tutta la sezione del 
onduttore. Negli altridue 
asi la profondit�a di penetrazione �e molto pi

ola rispetto al raggio del �lo. In questi
asi, essendo Æ << a, si assuma 
he l'area attraverso la quale 
uis
e la 
orrente sia egualea 2�aÆ.Consideriamo il 
aso 
ompetente a � = 100 HzSappiamo 
he: RL = � lSESCAM01 - 63



||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{essendo � la resistivit�a del �lo, l la sua lunghezza e S l'area della sezione del �lo. Si ha:RL = 1� l�a2 = 1:72 � 10�7�9 � 10�6 (Ohm) = 6:1 � 10�3 Ohm per � = 100 HzPer gli altri due 
asi si ha sempre: RL = � lSessendo � la resistivit�a del �lo, l la sua lunghezza e S = 2�aÆ la sezione all'interno dellaquale 
uis
e la 
orrente.Ne segue: RL = 1� l2�aÆ = 9:147 � 10�6Æ (Ohm)ossia: 8<:RL = 1:386 � 10�1 Ohm per � = 1 MHzRL = 1:386 � 10+1 Ohm per � = 10 GHz
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||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{01-30) Eser
izio n. 2 del 24/11/2001Sia dato un sistema di riferimento O~x~y~z. Un aeroplano viaggia 
on velo
it�a v =800Km=h nella direzione del verso positivo dell'asse ~x in una zona in 
ui il 
ampo magne-ti
o terrestre �e dato da: ~B = (B0 sin 300)x̂� (B0 
os 300)ŷ 
on B0 = 0:4Gauss. Cal
olareil modulo, la direzione ed il verso del 
ampo elettri
o esistente in un sistema di riferimentosolidale 
on l'aeroplano. Se l'apertura alare di 10m, 
al
olare la f.e.m. fra le estremit�adelle ali. |||||||Appli
hiamo le formule di trasformazione dei 
ampi in 
aso di moto lungo l'asse ~x;per Ex = Ey = Ez = 0 e Bx = B0 sin 300, By = �B0 
os 300, Bz = 0 si ha:E0x = Ex ; E0y = 
(Ey � vBz) ; E0z = 
(Ez + vBy)B0x = Bx ; B0y = 
(By � v
2Ez) ; B0z = 
(Bz + v
2Ey)Nel nostro 
aso: 8>>>>>><>>>>>>:
E0x = 0E0y = 0E0z = 
vBy

8>>>>>><>>>>>>:
B0x = BxB0y = 
ByB0z = 0Ponendo 
 = 1 e:v = 800Km=h = 2:2 � 104 
m=s = 2:2 � 102m=s B0 = 0:4Gauss = 0:4 � 10�4Wb=m2si ha, in de�nitiva:E0z = �vB0 
os 300ẑ = �2:2 � 102 
os 300 � 0:4 � 10�4 = �7:69 � 10�3 V=mLa f.e.m. risulta: f:e:m: = E0z � L = 7:69 � 10�3 � 10 = 76:9mV
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||||||{ S.Barbarino - Eser
izi svolti di Campi Elettromagneti
i ||||||{01-31) Eser
izio n. 3 del 24/11/2001Si 
onsideri una lamina piana sulla quale in
ide un'onda elettromagneti
a piana indirezione della normale. Si determinino le espressioni del vettore 
ampo elettri
o ~Em e delvettore 
ampo magneti
o ~Hm all'interno della lamina.|||||||Dalla teoria, si ha:
E+2 = 1� �������������

+1 �E0 �1 0�1 �E0 +Z12 00 0 e�ik2d �eik3d0 0 �e�ik2d �Z23eik3d
������������� =

= 1� ����������E0 +Z12 00 e�ik2d �eik3d0 �e�ik2d �Z23eik3d
���������+ 1� ����������E0 �1 00 e�ik2d �eik3d0 �e�ik2d �Z23eik3d

��������� == �E0� ������ e�ik2d �eik3d�e�ik2d �Z23eik3d ������� E0� ������ e�ik2d �eik3d�e�ik2d �Z23eik3d ������ == 2E0� (1 + Z23) ei (k3 � k2) dIl 
ampo magneti
o �e: ~H+2 = k2!�2 bz � ~E+2Nell'ipotesi 
he il vettore ~E+2 sia orientato se
ondo l'asse x, si ha:~H+2 = k2!�2 byE+2ESCAM01 - 66
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i ||||||{Analogamente:
E�2 = 1� �������������

+1 �1 �E0 0�1 �Z12 �E0 00 eik2d 0 �eik3d0 eik2d 0 �Z23eik3d
������������� =

= 1� ����������Z12 �E0 0eik2d 0 �eik3deik2d 0 �Z23eik3d
���������+ 1� ��������� �1 �E0 0eik2d 0 �eik3deik2d 0 �Z23eik3d

��������� == E0� ������ eik2d �eik3deik2d �Z23eik3d ������+ E0� ������ eik2d �eik3deik2d �Z23eik3d ������ == 2E0� (1� Z23) ei (k3 + k2) dessendo: � = ei (k3 � k2) d h(1 + Z23) (1 + Z12) + (1� Z23) (1� Z12) e2ik2diEntrambi i 
ampi E+2 e E�2 sono, quindi, 
os�i 
orrelati:E�2E+2 = 1� Z231 + Z23 e2ik2dossia: E�2 = E+2 r23e2ik2dIl 
ampo magneti
o �e: ~H�2 = � k2!�2 bz � ~E�2Nell'ipotesi 
he il vettore ~E�2 sia orientato se
ondo l'asse x, si ha:~H�2 = � k2!�2 byE�2ESCAM01 - 67
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i ||||||{Pertanto:Em = 2E0� (1 + Z23) ei (k3 � k2) deik2z � i!t + 2E0� (1� Z23) ei (k3 + k2) de�ik2z � i!tEm = E+2 e�i!t heik2z + r23e2ik2de�ik2ziHm= k2!�2 2E0� h(1 + Z23) ei (k3 � k2) deik2z � i!t � (1� Z23) ei (k3 + k2) de�ik2z � i!tiHm = H+2 e�i!t heik2z � r23e2ik2de�ik2zi
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i ||||||{01-32) Eser
izio n. 4 del 24/11/2001Con riferimento al problema pre
edente determinare il vettore di Poynting (mediatoin un periodo) nei punti interni della lamina e veri�
arne il 
omportamento nel 
aso diri
essione massima e nel 
aso di ri
essione minima. Si suppongano tutti i mezzi dielettri
iperfetti. |||||||Per 
al
olare il vettore di Poynting separatamente per le due onde di ampiezza E+2 eE�2 
he viaggiano all'interno della lamina s
riviamo i due 
ampi espli
itamente:~E+2 e�ik2z � i!t = 2E0bx (1 + Z23) ei (k3 � k2) de�ik2z � i!tei (k3 � k2) d h(1 + Z23) (1 + Z12) + (1� Z23) (1� Z12) e2ik2di~H+2 e�ik2z � i!t = k2!� 2E0by (1 + Z23) ei (k3 � k2) de�ik2z � i!tei (k3 � k2) d h(1 + Z23) (1 + Z12) + (1� Z23) (1� Z12) e2ik2diDividendo numeratore e denominatore per (1 + Z23) (1 + Z12) e sempli�
ando si ha:~E+2 e�ik2z � i!t = 2E0bxe�ik2z � i!t(1 + Z12) �1 + (1� Z23) (1� Z12)(1 + Z23) (1 + Z12)e2ik2d�~H+2 e�ik2z � i!t = k2!� 2E0bye�ik2z � i!t(1 + Z12) �1 + (1� Z23) (1� Z12)(1 + Z23) (1 + Z12)e2ik2d�ossia: ~E+2 e�ik2z � i!t = 2E0bxe�ik2z � i!t(1 + Z12) h1 + r23r12e2ik2di~H+2 e�ik2z � i!t = k2!� 2E0bye�ik2z � i!t(1 + Z12) h1 + r23r12e2ik2diNel 
aso di mezzi dielettri
i, si ha:k2!� = n2Z0 ; Z12 = n2n1Quindi: h~S+2 i = 12 � ~E+2 � ~H+2 ��ESCAM01 - 69
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i ||||||{ossia: h~S+2 i = 12 n2Z0 4E20bz�1 + n2n1�2 (1 + r223r212 + r23r12 
os 2k2d)Analogamente per il
ampo E�2 , si ha:~E�2 eik2z � i!t = 2E0bx (1� Z23) ei (k3 + k2) deik2z � i!tei (k3 � k2) d h(1 + Z23) (1 + Z12) + (1� Z23) (1� Z12) e2ik2di~H�2 eik2z � i!t = � k2!� 2E0by (1� Z23) ei (k3 � k2) de�ik2z � i!tei (k3 � k2) d h(1 + Z23) (1 + Z12) + (1� Z23) (1� Z12) e2ik2diDividendo numeratore e denominatore per (1 + Z23) (1 + Z12) e sempli�
ando si ha:~E�2 eik2z � i!t = �1� Z231 + Z23�2E0bxeik2z � i!te�i (k3 � k2) d(1 + Z12) �1 + (1� Z23) (1� Z12)(1 + Z23) (1 + Z12)e2ik2d�~H�2 eik2z � i!t = � k2!� �1� Z231 + Z23�2E0byeik2z � i!te�i (k3 � k2) d(1 + Z12) �1 + (1� Z23) (1� Z12)(1 + Z23) (1 + Z12)e2ik2d�Nel 
aso di mezzi dielettri
i:h~S�2 i = �12 n2Z0 4E20r223bz�1 + n2n1�2 (1 + r223r212 + r23r12 
os 2k2d)e, quindi, in de�nitiva:
h~S2i = 12 n2Z0 4E20bz�1 + n2n1�2 (1 + r223r212 + r23r12 
os 2k2d) �1� r223�
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