Cap. 3
Complementi di teoria delle antenne 1
3.1 - Impedenza di un’antenna

’impedenza di un’antenna é definita come il rapporto fra la tensione ai terminali
dell’antenna e la corrente che di conseguenza fluisce in essa. Se consideriamo il valore della
corrente nel “punto” di alimentazione, I'impedenza e quella d’ingresso o “driving point
impedance”.

A meno di notazione contraria ci riferiremo sempre a impedenza d’ingresso di una
antenna, cosi definita:

Zoy=17; Zw—R +1 X (3.1.1)
a — 4in = [(0) — 1Iiq a L.

L’antenna collegata ad una linea di trasmissione ¢ equivalente ad una impedenza Z,.
La parte reale di Z,, indicata con R,, da una misura della potenza utilizzata dall’antenna
(per irradiazione e per perdite ohmiche).

Se I'antenna non ha perdite ohmiche R, coincide con la resistenza di radiazione. La
parte immaginaria di Z,, indicata con X,, nasce dal fatto che la tensione applicata V' (0)
e la corrente nel punto di alimentazione I(0) non sono in fase.

L’espressione di Z, per una antenna rettilinea puo essere ottenuta utilizzando la
soluzione dell’equazione integrale di Hallen. In approssimazione di antenna sottile essa
risulta:

Q
Zin =i — | 2 cot kI = i 609 cot ki (3.1.2)
2w\ €

412
essendo (2 = In—-.
a
Questa e una pura reattanza in quanto non si e tenuto conto dell’irradiazione della
antenna; pertanto il calcolo esatto deve effettuarsi tenendo conto della potenza irradiata
per la valutazione della parte reale dell'impedenza d’ingresso.
Come gia sappiamo la potenza irradiata da un’antenna rettilinea percorsa da corrente

sinusoidale é:

12 in 2k1
j \/Ef {c +1n 2kl — C;2k1 + Sm2 (—28;2kl + S;4kl) +
€ am

. (3.1.3)
+ 2225 (C + Ikl + Cidhl — 2Ci2kl)}
La resistenza di radiazione d’ingresso e allora:
2P 2P 1 b sin 2kl
R,=— = = — < C+ In2kl — C;2kl + —28,;2kl + S;4kl)+
12, " 12sin®kl 2msin® K \ﬂ{ N 7 )
2kl
LB (O kil + Okl — 2@%1)}
(3.1.4)



Per un dipolo a mezz’onda: <kl = g, 2l = %), si ha:

1
R, = 60 {5Cm27r} = 30 Cjp, 2 = 73 0hm (3.1.5)

in quanto C;,2m = 2.438.

3
Per un’antenna lunga 2] = -\ (kl = %ﬂ'), si ha:
2

Ry = 30 Cyp, 67 = 105.3 ohm (3.1.6)

Allora 'impedenza d’ingresso ¢ data dalla resistenza di radiazione per la parte reale e dalla
(3.1.2) per la parte immaginaria.

Facciamo subito osservare che se I’antenna non e alimentata simmetricamente il calcolo
della resistenza di radiazione fornisce un risultato complesso, abbiamo cioe la reattanza.

3.2 - Mutua induzione fra antenne vicine

Nel caso in cui un’antenna funziona da ricevitore la tensione indotta ai suoi terminali
e dovuta alla radiazione elettromagnetica irradiata da un trasmettitore lontano. Consi-
deriamo adesso la situazione in cui due antenne sono vicine I'una all’altra. L’antenna n°1
e alimentata da una tensione V7, e la corrente risultante nel punto di alimentazione e I
(strettamente parlando, dovremmo usare il simbolo 77(0)). Se la tensione a circuito aperto
indotta ai terminali dell’antenna n°2 e V5, si definisce impedenza mutua il rapporto

v
Toy = 2L (3.2.1)
I
I [ ] [ ] I2
éD o V21 Viz o 6’)
1% Vs
n°l n°2 n°l n°2
fig.3.2-1
Analogamente
v
iy = 22 (3.2.2)
I



dove Vi, € la tensione a circuito aperto fra i terminali dell’antenna n°1 dovuta alla corrente
I> dell’antenna n°2.
Per il teorema di reciprocita, si ha:

Z12 = Z21 (323)
Se entrambe le antenne sono alimentate, allora si ha:

Vi=1LZi1+ 127212

(3.2.4)
Vo =117+ 13793

dove 711 e 'impedenza misurata ai terminali dell’antenna n°1 con i terminali dell’antenna
n°2 aperti. Analogamente Z55 & I'impedenza misurata ai terminali dell’antenna n°2 con
i terminali dell’antenna n°1 aperti. Rigorosamente parlando Z1; non e identica all’ “au-
toimpedenza” dell’antenna n°l, Z,;, che rappresenta 'impedenza d’ingresso se 'antenna
e isolata nello spazio. Tuttavia, per la maggior parte degli scopi pratici, la differenza &
trascurabile e Z1; e considerata uguale a Z,;. Analogamente Z35 si puo considerare uguale
a Zaz.

Vi Va
n°l n°2
fig.3.2-2
Le equazioni (3.2.4) si possono scrivere:
V I
[—1 =Zu + Z12[—2
! ! (3.2.5)
LNy
I, 21T, 22
In generale, nel caso di N antenne, si ha:
Vi=hZu+12Zis+---+INZiN
Vo =11Zoy+ IsZ9s + -+ INZoN
(3.2.6)

VN =5LZn1+1ZN2+ -+ INZNN
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Calcolo dell’impedenza mutua

Per calcolare la mutua impedenza 751, dobbiamo trovare la tensione a circuito aperto
Va1 ai terminali dell’antenna n°2 dovuta alla corrente di base I1(0) dell’antenna n°1.

Sia I’antenna n°2 nel campo elettromagnetico ”vicino” dell’antenna n°1.

Consideriamo un elemento dz’ dell’antenna n°2 che si trova a distanza z’ dai terminali
centrali. Sia F,9; la componente del campo elettrico incidente parallela all’elemento dz’.

Poiche consideriamo le antenne conduttori perfetti, il campo elettrico indotto in dz’

E, = —F,0 (3.2.7)

in quanto la componente tangenziale del campo elettrico deve essere nulla. La forza elettro-
motrice indotta in dz’ & quindi —F,21dz’. Se i terminali centrali sono cortocircuitati questa
forza elettromotrice causera un flusso di corrente attraverso i terminali che denoteremo con
dl. (sc = short circuit).

e
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fig.3.2-3

Immaginiamo ora un’altra situazione in cui l'antenna n°2 e usata come antenna
trasmittente. Una tensione V' & applicata ai terminali centrali ed una corrente I(z’) scorre
nell’antenna. Nell’elemento dz’ il suo valore & I5(z'). Dal teorema di reciprocita si ha:

Ezgl dZ/ |4

_ — 3.2.8
i, L) (328)
da cui:
FE, !
ar,, — — 22 dZ (3.2.9)
Vv
1
L= / Foo I (+')d2' (3.2.10)

Poiche la tensione a circuito aperto V51 € uguale al prodotto della corrente di corto
circuito per I'impedenza dell’antenna 7,5 si ha:

A

a2 /Ez21 Ir(2') d2' (3.2.11)

Vél = Icha2 = - vV
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v
Poiche Z,9 = —— risulta:
15(0)

1
V=~ / Ear (') d2/ (3.2.12)

e per la (3.2.1) ,
Iy = —————— | E o1 I5(2)d7 3.2.13
21 II(O)IQ(O)/ 21 12(2") dz ( )

L’equazione (3.2.13) esprime I"impedenza mutua in termini di un integrale del prodotto
della componente parallela del campo elettrico incidente per la funzione distribuzione di
corrente lungo ’antenna se questa fosse usata come trasmittente. E chiaro quindi che per
il calcolo della (3.2.13) ci occorre conoscere la componente del campo F,o;.

Se le antenne sono vicine, come nei casi di maggiore interesse, occorre di volta in volta
procedere al calcolo del campo elettromagnetico “near field” .



3.3 - Valutazione del campo elettromagnetico ”near field” irradiato da una
antenna rettilinea di lunghezza finita con distribuzione sinusoidale di corrente

Consideriamo un’antenna rettilinea, alimentata simmetricamente, di lunghezza 2[. Ci
proponiamo di calcolare il campo elettromagnetico in un punto P che si trova ad una
distanza arbitraria dall’antenna.

Supponiamo 'antenna sottile in modo da poter porre:

n | Ipsin[k(l — 2")] 0<2 <l
(=) = {IO sin[k(l + 2)] —1<Z <0 (3.3.1)

Per il calcolo dell’impedenza mutua di due antenne parallele bisogna conoscere la
componente F, del campo elettrico sulla seconda antenna.

E conveniente utilizzare coordinate cilindriche in cui una delle coordinate ¢ z.

2,2
+1
I
R P
dz' r Y
¢ p
0 Y P
Ry
x
-1

fig.3.3-1

Dalla geometria di figura si hanno le seguenti relazioni:

R=\GE—77+ 7
Ry=/(z=1)+p
Ry =\/(z+ 12 +p?
r=V2+p?
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L’espressione del potenziale vettore nel punto P e:

4, _ Mo { /l sin k(1 — )] exp(+ikR) ,, | /0 sin [k(l + 2')] exp(+ikR) dz,}

47 R —1 R

_ o { [ el ) e ik = ) et

4 2R
N /0 {exp[ik(l + 2")] — exp [—ik(l + 2')]} exp(ikR) g\
1 2iR B
A . / 1 . ’
ptlo : exp [ik(R —2")] : / exp [ik(R+ 2')]
— Ko — exp (—ikl d
Sin {exp (zkl)/o 7 dz' — exp (—ikl) ; 7 2+
0 ik / 0 ik !
+ exp (zkl)/ exp k(R + 2 )]dz' — exp (—ikl) / exp [ik(R = 2) dz’}
_ R _ R
(3.3.3)
Ricordiamo che: .
H=-VxA (3.3.4)
W

che in coordinate cilindriche diventa:

Lo (104, 0Ag 9A, 0A 1/9 9A
A= (=202 T80 o 4 (0 -T2 ) o 2 [ S(pAy) — S0 ) e,
v (p d¢ 8Z>ep+<3z 3p>e¢+p<8p(p 4 )e

Nel nostro caso, poiche A= (0,0, A,) non dipende da ¢ in quanto il sistema & sim-
metrico rispetto all’asse z, si ha:

ey (3.3.5)

In particolare, data la simmetria, possiamo porre il punto P nel piano yz senza ledere
le generalita.

Pertanto 194
H,— _H, — 104 3.3.6
’ n Oy (330
Sostituendo la (3.3.3) nella (3.3.6) si ha:
1,
Hy = —goz- [exp (ikl) Q1 — exp (—ikl) Q2 + exp (ikl) Q3 — exp (—ikl) Q] (3.3.7)
dove:
l . o l . /
01 — 3/ explik(R — z )]dz’ Qs = 3/ explik(R + z )]dZ,
9y Jo R % Jo k (3.3.8)
0 [°explik(R+ 2], , 0 [°explik(R—2)] -
- 7 = — d
s oy /_l R 4z Q dy /—l R :

3-7



Consideriamo inizialmente la quantita ()

0 Dexplik(R—2)] ,
Q1= 8—y/0 7 dz (3.3.8a)

Effettuiamo il seguente cambio di variabile

u=R-72+=z (3.3.9)
Dalla (3.3.9) si ha:
_2 ! !/ _ !
du AR 2=2) 2 R R uag
i a7 2 /[ -2 + 7] R R R R
Quindi:
0 [ explik(u — z)] R L0 /"2 exp(iku)
- — —— du=— —ikz)— —d 311
Q1 5y /u1 B - | du exp(—ikz) oy .. " w o (3.3.11)
dove:
=Ry -1
2= mis (3.3.12)
Uy =r—+z
Utilizzando la regola di derivazione di un integrale definito
, exp(ikug) Ouz  exp(ikuy) Ouy
- —ik — 3.1
Q1 exp(—ikz) ” oy ” oy (3.3.13)
Osserviamo che: 5 5
U2 Y Uy Yy
Juz _ Yy gu _ Y 3.3.14
oy Ry ¢ oy r ( )
Quindi:
) explik(Ry — 1+ z)] y  explik(r+2)]y
— _exp(—ik Yo eplrlr £ 2)jy | _
@1 exp/ zz){ Ri—1+z2 Ry r+z r
_ _explik(R1 —1)] y | exp(ikr)y _ (3.3.15)
Ri—(l—2) Ry r4+z r

[R1 + (I — z)] exp[ik(Ry —1)] (r — z) exp(ikr)
R -(—2p] T )

Poiche dalle (3.3.2) risulta:



la (3.3.15) diventa:

Q1 = —5 {(1 + l;f) explik(Ry — 1)] - (1 - ;) exp(ikr)} (3.3.16)
Con analogo procedimento si dimostra, che:
Qs = 5 {(1 - l;) explib(Ry + )] (1+2) exp(ikr)} (3.3.17)
Qs = —5 {(1 + l;j) explik(Ry — )] — (1+ ) exp(ikr)} (3.3.18)
Qi = 5 {(1 _ l;‘;) explik(Ry + )] — (1-2) exp(ikr)} (3.3.19)

Osserviamo che, per simmetria, (03 si ottiene da ()1 scambiando z con —z e Ry con
R> e analogamente (04 da Qs.
Sostituendo le (3.3.16)-+(3.3.19) nella (3.3.7), si ha:

Hy lexp(ikR1) + exp(ikR2) — 2 cos(kl) exp(ikr)] (3.3.20)

- 4miy
Calcoliamo adesso il campo elettrico dalla equazione di Maxwell
V x H = —iweE

da cui

Fe—tSxH (3.3.21)
we
- 1 OHy 1 |10
EFE=——|— e, — — |—=—(pHy)| €, 3.3.22
twe [ 0z } T e pﬁp(p ¢)] ¢ ( )
Nel piano yz, p = y per cui si ha:
Iy kY ikr, | KY ikr ky ik
Ez = _J ptRity L ethfe _ 9s7F kl ikr
Irewy {lee +2R2€ Zr [cos ]e
cloe: . Iy [ otk R N etk R> ) "y etkr (3 5 23)
=1/ — — 2cos 3.
4 € R1 R2 r
Analogamente:
Iy k(z=1) ivr, , K+ g 7
E,=— vt itz 2 YT cos kl
y Irewy { i e +1 7o e ? . e cos
cioe: ( ) ( ) "
E,=—1—— /= R e I kl 3.3.24
Y Z47ry ; { 7 e + s e zcos kl — ( )



Le equazioni (3.3.20), (3.3.23) e (3.3.24) ci forniscono le espressioni del campo elet-
tromagnetico in un generico punto arbitrariamente distante da un’antenna rettilinea di
lunghezza finita con distribuzione sinusoidale di corrente.

. . - A .
Per il caso particolare di dipolo a mezz’onda, [ = 1 otteniamo:

Iy

H, — ikRy ikRy
) 47m'y {6 +e }
. 1'0 /1, eile eikRQ
E, = o\ e { R + 7 (3.3.25)
Lo p Z_% kR Z+% 7323
E,=—i— /= et + et
Y Aty \ € Ry Ro

Dalle (3.3.20), (3.3.23) e (3.3.24) si possono ricavare le espressioni ben note dei campi
far-field.

3.4 - Impedenza mutua di antenne rettilinee parallele

Mediante le formule precedenti é ora possibile impostare il calcolo dell’impedenza
mutua fra due antenne parallele entrambe normali alla retta congiungente i loro centri. Le
antenne abbiano spessore infinitesimo e sia d la loro distanza.

I d I
_ R
Z P
r
ol 214 1' | 2[5
Ry
fig.3.4-1

3-10



Dalla figura 3.4-1 si ha:
Ry = /(2 —11)?+ d?

R2 = (Z + l1)2 + d2 (341)
r=+/(22+ d?)
Utilizzando la (3.2.13) si ha:
1 +12
Y — E,, I,(z)dz
= T 0)1(0) /_,2 n12(7) (3.42)

IQ(Z) = I()z sink‘(l2 — |Z|)
e per la (3.3.23)

I01[02 1 /+l2 etk Ry etk R etkr .
Zo1 = —1 — 2cos(kl k(ly —|2|)d
N in \f LOLO) /., (R T &y o 2eosth)Ts ) sink{l =) dz

I2
(3.4.3)
Ricordiamo, per inciso, che FE,5; rappresenta il campo generato dall’antenna 1 nei
punti dell’antenna 2.

1’01[02 :U’ 1 /+l2 eile eikRg eikr )
o H — 9cos(kl k(s — 2)d
20 = \[11(0)12(0) . 7 R, cos(klr) = — | sink (I — 2) dz

dorloz [p 1 /0 kR oikR2 etk
- = — 2cos(kl k(ly + 2) d
"ar \/Z[l(o)lz(o) W\ R TR, cos(kh)—— | sink (2 + 2) dz

(3.4.4)
Poiché scambiando z con —z, r non muta ed R; si scambia con Ry, il secondo integrale
risulta uguale al primo e, si ha:

Aorloa |1 1 /“2 eikR1  oikRa e\
I = =2 - — 2 cos(ki k(ly—2)d
T \ﬂh(O)IQ(o) o\ TRy " 2eoslkh) = Jsink (l — 2) dz

(3.4.5)

Applicando le formule di Eulero:

sink(lz — z) = 2% {exp [ik(lz — z)] — exp [— ik(lz — z)] } (3.4.6)

si ha:

IOII()2 1 +lo ile ikRg 6ikr k(i )
Lol = — —9 kl)—— ik(l2—2) g
21 i \[[1(0)1 (0)/ ( 7 R cos(kl1)— >e ot

Ioilos |1 +l2 sz1 etk R etkr k(L
- py— (2 —2) g, _
* 4m \/:11( cos(klq) e z
101[02 il + klg/ ’Lk(R1 Z) ’Lk(Rg z) e’ik(?“—z)
- . ’ —2 _
47 € Il RZ COS(kll) r dz
101[02 7] _ le/ zk(R1+z) ik(R2+Z) eik(r—l—z)
4 e I1(0 Ry + 2 cos(klq) " dz

(3.4.7)
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I primi tre integrali che figurano nell’espressione (3.4.7) sono del tipo
Iy k(R —2)
I1(m) = / S (3.4.8)
0 Ry,

ove sia posto:
Risem=1;

Ry =+/(z—m)?+d®>={ Ry sem=—I (3.4.9)

r sem =20
Assunta, in luogo della z, la nuova variabile u:

U=Rm—z+m=(z—m)2+d2—z+m (3.4.10)

si ha, differenziando rispetto a z:

Ju — (\/( (Z_;Z) - 1) dr — (Z_’;—_Rm> dz = _Ridz (3.4.11)
z—m)* + m m
da cui:
Ry,
ZzZ = ——Qau B0
d d (3.4.12)
U

Quindi la (3.4.8) diventa:

l2 gik(Rm—2z+m) RU —lo4m ik
I (m) :e_ikm/ —dz=—e M
0 Rm RS,?)—f-m u

3.4.13
k(RY —lo+m) ik ( )
— e—ikm €

d(k
K(RO +m) ku (ku)

essendo R,(ff) = \/(12 —m)? + d? ed R,(g) = vm?2 + d2.

k(RL2) —1y4m)

(l2) _ .
(Bm® —l2tm) i) ke,

cos ku
dlku) =
1 d(ku)

I(m) = — e~ %m d(ku) — ie~ "™

k(R 4+m) ku k(RS +m)

~ Foo k , Foo k
= — g7 thm / eos ud(ku) + e_’km/ cos ud(ku)—i—
K(RQ +m) kU KR —1,4m) R

. (R —l24m) o1 , k(R +m) i 1.
_ je—ikm R A(ku) + demFm / SR (k)
0

0 ku ku
(3.4.14)

Gli integrali che compaiono nella (3.4.14) possono essere espressi mediante le seguenti
funzioni tabulate:

T cos T cos(t) — * sin
Ci(z) = —/Z t(t)dt:’y+ln(m)+/0 #dt Si(@) :/0 t(t)dt (3.4.15)
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essendo v = 0.577215664901 la costante di Eulero.
Pertanto possiamo scrivere:

I(m) =e~*m¢, [k(R,gg) + m)] _ emikmg; [k(R,(ff) " m)] .
| | (3.4.16)
—ie S5 [R(RE) — 1o+ m)| + e~ %S, k(R +m)]

Gli ultimi tre integrali che figurano nella (3.4.7) sono del tipo

lo eik(Rm +2z)

Ly(m) = /0 e (3.4.17)

ove sia posto Ry, = \/(z —m)2 + d? con m che assume i valori +11, —Iy, 0.
Assunta, in luogo della z, la nuova variabile u:

U=Rp+z-—m=+(z—-m2+d®+z—-m (3.4.18)

si ha, differenziando rispetto a z:

B (z —m) _(z—m+ Ry, o
da cui:
Ry,

Quindi la (3.4.17) diventa:

k(R +la—m) iku

Ir(m) =™ d(ku) =
k(RS —m) ku
‘ k(RL2) +15—m) 2 ‘ k(RY2) 41o—m) _. I
—eikm / O d(ku) + ietm / SR g(ku) =
KRG -m) KU KRG -m)  ku (3.4.21)
:eikm/ cos kud(ku) B e““m/ cos kud(ku)-}—
B(RE —m) kU B(RGD +1,-m) KU
k(R 41y—m) k(RO —m) .
- _tkm sin ku . ikm m sin ku
d(ku) — d(k
+ e /0 T (ku) —ie /0 T (ku)

Utilizzando le (3.4.15), possiamo esprimere la (3.4.21) nella seguente maniera:

Iy(m) = — e*™Ci[k(RY) —m)] 4 e*™C;i[k(RI) + I, — m)]+

. . 3.4.22
+ ie*m S, [k(RU) + 15 — m)] — ie*™S;[k(RY) — m)] ( )
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Finalmente, 1’espressione (3.4.7) si pué scrivere:

_ ooz [p L i [ =ik, _ ikl _
T \f OO { Cilk(Ra(0) + 1)) Cilk(Ra(la) — 1o + L)}

e " * STk (R (Io) — lo + 11)] + ie” 1 S[k(R1(0) + 11)] + e*11 Ci[k(R2(0) — I1)]+
— ““10[ (Ro(ly) — Iy — I1)] — ie™1 S [k(Ra(ls) — Iy — 11)] + i€ S;[k(Ro(0) — 11)
2)

[
— 2cos(kl1)C;[kr(0)] + 2 cos(kly)Ci[k(r(l2) — l2)] + 2i cos(kly)Si[k(r(l2) — l2)]+

— 2i cos(kly)S;[kr(0)] }+

_ I0;7Ir02 HI1(0)1I2(0) e—iklz{ zkllo [k(Rl( ) _ ll)] . eikllci[k(R1(l2) + l2 . ll)]+

— " Si[k(R1(I2) + Iy — 11)] 4 i€ S;[k(R1(0) — 11)] + e~ *1 Cy[k(R2(0) + 11)]+
- 6_ikll Cz[k(Rg(lg) + l2 + ll)] - 26_’“1 S,[k(RQ(lg) + l2 + ll)]-i-
+ ie~* 1 [k (R2(0) 4 11)] — 2 cos(kl1 ) Cy[kr(0)] + 2 cos(kly)Ci[k(r(l2) + 1o)]+

+ 2icos(kly)S;[k(r(la) + 12)] — 2@ COS(kh)Si[kT(O)]}

(3.4.23)
Posto

=13+ d?> =Ly, Ri(l) = V(s —11)2 +d2 = Hy

Ry(0) = /12 +d? = L1, Ra(la) = /(I +11)2 +d? = H, (3.4.24)

T'(O): :d, T'(lz):\/lg—}—dz:Lz

la (3.4.23) si scrive:

%

Toloz [pt 1 ik(l2—11) ik(lx—11)
I = = - *(2=) Cy[k(Ly + 11)] — Gk (Hy — Iy + )] -
T an \[nm)rz(m{e ML)} =e [k(Hy = lo + )]

— ie* =Sk (Hy — Iy + 1h)] + ie® 2 S [k (Ly + 1)] + eF et Ok (Ly — 1h)]—-

— P AL (Hy — 1y — 11)] — i) SR (Hy — 1y — 1y)] + ie* T S [k(Ly — 11)]—
— 2cos(kly) e 2 C; (kd) + 2 cos(kly)e™ 2 Ci[k(La — 12)] + 2i cos(kl1)e™2 S;[k(Ly — 12)]—

— 2 cos(kly)e®2 S (kd) + e~ * 2= Cy[k(Ly — 11)] — e * 2=t Cy[k(Hy + 1 — 11)]—

— i kU=l Gk (Hy + 1y — 1) + ie”* =) G [k(Ly — 11)] 4+ e * T Cy[k(Ly + 11)]—
— G_ik(l2+l1)ci[k(H2 + lz + ll)] — ie_ik(l2+l1)5i[k(H2 + l2 + l1)]+

+ ie” kA G E(Ly 4 11)] — 2 cos(kly)e ™2 Oy (kd) + 2 cos(kly) e * 2 Ci[k(Ly + 12)]+

+ 2i cos(kly)e ™ *2 S [k(Ly + 13)] — 2i cos(kll)e—ikbsi(kd)}
(3.4.25)
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Per comodita di calcolo, poniamo:
uog =kd
upy =k(Ly — 1q)
w12 =k(Ly + 1)
upz =k(Hy — Iy + 1)
urg =k(Hy + 13— 1Iy)

La (3.4.25) si pud, allora, scrivere:

Ullzk

~~

Ly —15)

Lo+ 1) (3.4.26)
Hy + 15 + l1)

Hy — 1y —1y)

~~

’Ulzzk

’U13:k

—~~

1)14:k

Ioiloa [p 1 ik(la—11) il —11) - ik(la—11)
oy — — = tk(l2—11 ; _ Ltk(la—11 A _ gotk(l2—1 A
21 ym \/:11(0)I2(0) {e Ci(u12) — e Ci(uy3) —ie Si(u13)+

+ ieik(l2_’1)8i (U12) + eik(lTHl)Ci (uu) —

eik(lg +l1)C1, (,014) _

jeik(l2 +11)Si (v14)+

+ ieik(l2+l1)51(u11) -2 COS(kll)eikl2 Cz (’U,()) + 2 COS(kll)eikl2 Cz (’011)+
+ 21 COS(kll)eikl2 Sz (’011) — 21 COS(kll)eikl2 S, (Uo) + e_““(l?_ll)C’i(uu)—

— 6_ik(l2_h)0i (U14) — 1
+ e_ik(l2+l1)C,~(u12) —

e~ kU=l G, (yy,) + de” R 2=l G, (uy )+
e—ik(lz+l1)0i(vl3) —1

+ ie‘ik(l2+l1)51 (Ulg) -2 cos(k‘ll)e

6_ik(l2+l1 ) S; (1)13)+

—ikls Cz(UO) +2 Cos(kll)e—iklz C,'('U12)+

+ 21 COS(kll)e_ikl2 S, (’012) — 21 COS(kll)e_ikl2 Sz (Uo)}

(3.4.27)

Sviluppando gli esponenziali complessi che figurano nella (3.4.27) mediante la formula

di Eulero, si ha:

I = 112 \/Eh(o)lb(o) {[cosk(l2 —1y) + i sin k(T — 1)) Ci(uura) —
— [cosk(ly —Iy) +isink(le — 11)]Ci(u13) — i[cos k(le — 1) + isink(ly — 11)]S; (u13)+
+ifcosk(ly —Iy) +isink(le — 11)]Si(u12) + [cos k(la + 11) + isink(l2 + 11)]C;(u11)—
— [cosk(ly + 1) +isink(lz + 11)]Ci(v1a) — i[cos k(lo + 1) + isin k(I3 + 11)]S;(via)+
)

+ifcosk(ly +11) + isink(l2 + 11)]Si(u11) — 2 cos(kly)[cos(kl2) + i sin(kl2)]C;(uo)+

+ 2 cos(kly)[cos(klz) + isin(kl2)|C;(v11) + 24 cos(klq)[cos(klz) + isin(klz)]S;(vi1)—

— 2i cos(kly)[cos(kla) + isin(kl2)]S;(ug) + [cos k(le — 1) — isink(ly — 11)]Ci(u11)—
—Jeosk(ly — 1) —isink(la — 11)]C;(u14) — i[cos k(ly — 1) — isink(ly — 11)]S;

+ifcosk(ly —1y) —isink(le — 11)]Si(u11) + [cos k(le + 11) — isink(lg + 11)]C; (u12
— [cosk(ly + 1) —isink(la + 11)]Ci(v13) — i[cos k(la + 1) — isin k(I3 + 11)]Si(vis

+ i[cos k(lg +1y) —isin k(l2 + ll)]S~(u12) - 2cos(kl )cos(kl2) — zsm(klg)]C,(uo)+

)

— 2icos(kly)[cos(klz) — isin(klz)]Si(uo)}
(3.4.28)
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Zo1 = Ro1 + 1 Xo1 (3.4.29)

calcoliamo separatamente la parte reale e la parte immaginaria della (3.4.28).
La parte reale é:

_ loido2 1 . B B .
R21 — 1 \/7[1 (0)12(0) { COS k(lz ll)CZ(Ulz) COS k(lz ll)CZ (U13)+

+sink(le — 11)S;(u1s) — sink(lz — 11)Si(u12) + cos k(lz + 11)C;(u11)—

—cosk(ly + 11)C;(v1a) + sink(la + 11)Si(v1a) — sink(la + 11)S; (u11)—

— 2cos(kly) cos(kla)Ci(ug) + 2 cos(kly) cos(klz)Ci(v11) — 2 cos(kly ) sin(kl2)S;(v11)+
+ 2 cos(kly) sin(klz)S;(uo) + cos k(la — 11)C;(u11) — cosk(lz — 11)Ci(u14)—
—sink(ly — 11)S;(u14) +sink(le — 11)S;(u11) + cosk(l2 + 11)C;i(u12)—

(I3 +11)Ci(v13) — sink(lz + 11)Si(v13) + sink(ly + 11)S; (u12)—

— 2 cos(kly) cos(kl2)C;i(ug) + 2 cos(kly) cos(kle)C;i(v12) + 2 cos(kly) sin(kls)S; (v12)—

(

— 2 cos(kly) sin(kl2)S; (u )}

—cosk

(3.4.30)
Tenendo conto che:

2 cos(kly) cos(klz) = cos k(lz + 1) + cos k(la — 1)

3.4.31
2 cos(kly) sin(kly) = sink(ly 4+ 1) +sink(ly — [1) ( )

la (3.4.30) diventa:

R21 _ [0;;02 \/g[l(o)llz(o) { CcOS k(lg - ll)C,'(’U,lg) — COS k(lg - ll)CZ(’U,13)+
+sink(ly — 11)S;(u13) — sink(le — 11)S;(u12) + cos k(la + 11)Ci(u11)—
—cosk(ly +11)Ci(v14) + sink(ly + 11)Si(v14) — sink(lo + 11)S;(u11)—
— [COS k(lg + ll) + cos k(lg - ll)]Cz(UO) + [COS k(lg + ll) + cos k(lg - ll)]C,'(’Ull)—

— [sin k(lg + ll) + sin k(lg - ll)]Si(Ull) + [sin k(lg + ll) + sin k(lg - ll)]Sz(Uo)-f-

-+ cos k(lz — ll) (Ull) — COS k(lz — ll)C’i(uM) — sin k(lz — ll)Si(U14)+
+sink(le — 11)S;(u11) + cos k(la + 11)Ci(u12) — cos k(ls + 11)Cy(v13)—
— sin k(lg + l ) (’013) + sin k(lg + ll)S,'(’U,lg)—

— [cos k(ly 4 11) + cos k(la — 11)]Ci(uo) + [cos k(la 4+ 11) + cos k(I — 11)]Ci(vi2)+

+ [sin k(lz + ll) + sin k(lz — ll)]Si(’Ulz) — [sin k(lz + ll) + sin k(lz — ll)]Sz(’U,o)}
(3.4.32)
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Io11, 1
R21 = — 01702 \/E |:CZ(U12) — Cz (’U,lg)—Ci(Uo) + Cz (’Ull) — Cz (U14) +
A7 e I;(0 —

+ Ci(u11)—Ci(ug) + 01(012)] cosk(la — 1) + [Ci(ull) — Ci(v14)=Ci(ug) +

+ Ci(v11) + Ci(u12) — C;(v13)—C; (uo) + C; (1)12)] cosk(ly +11)+
+ [Si(ul?)) — Si(u12) — Si(vi1) + S %b i(u1a) + Si(u11) + Si(vi2) —
- Si%bo)] sink(ly — 1) + [51(1)14) — Si(u11) — Si(v11) + Si%bo) -

— Si(v13) + Si(u12) + Si(v12) — Si%m)] sin k(lz + l1)}
(3.4.33)

Semplificando e cambiando di segno:

Roy

Ioiloa [p 1
= . \/EII( 1(0) { [Ci(um) + Ci(u14) + 2C;(ug) — Ci(u12) — Ci(uyy)—

0)I
— Ci('Ull) — Ci(’ljlz)] COS k(lz - ll) + |:Ci(’l)14) + Ci(’Ulg) + QCi(U0)+
— Ci(u12) — Ci(u11) — Ci(vi2) — Ci(vll)] cos k(l2 + 1)+
+ |:SZ(U14) — Si(’ulg) + Si('Ull) — Si(’Ulz) + Si(’u,lz) — Sz(ull)] sin k(lz — l1)+

+ |:S,'(’013) — S,'(U14) + Si(uu) — S,'(’qu) + Si(vn) — Si(vm)] sin k(lg + ll)}
(3.4.34)

La parte immaginaria della (3.4.28) é:

Io1 I 1 . .
Xo1 = — 0;71_02 \/Ell( (0) { sin k(lg — ll)Ci(’U,lg) — sin k(lg — ll)C,'(’U,lg)—

I
u13) + cosk(lo — 11)S;(u12) + sink(la +11)Ci(u11)—
—sink(le +11)C;(v14) — cosk(ly + 11)Si(v14) + cos k(lo + 11)Si(u11)—

— 2 cos(kly) sin(kl2)C;(up) + 2 cos(kly) sin(klz)Ci(v11)+

+ 2 cos(kly) cos(kla)S;(vi1) — 2 cos(kly) cos(kla)S; (uo)+

—sink(ls — 11)Ci(u11) + sink(ly — 11)Ci(u14) — cos k(ly — 11)S; (u14)+

+ cosk(ly —11)Si(u11) —sink(ly 4+ 11)Ci(u12) + sink(le + 11)Ci(v13)—
—cosk(ly +11)S;(v13) + cosk(la + 11)S;(u12) + 2 cos(kly) sin(kl2)C;(ug)—
— 2cos(kly) sin(kl2)Ci(v12) + 2 cos(kly) cos(kl2)S;(viz)—

( S

— 2 cos(kly) cos(klz)S;(u )}

0)

—cosk(ly —11)Si(
i(

[

(3.4.35)



Tenendo conto delle (3.4.31), si ha:

<Xm__—liimvﬁz «JQUD{smkaz—lQCKum)—smkay—hﬂZ@u@—
—cosk(ly —11)S;(u1s) + cosk(la — 11)S;(u12) + sink(lz + 11)C;(u11)—
—sink(ly + 11)C;(v14) — cos k(ly + 11)Si(v14) + cos k(la + 11)S;(u11)—
— [sink(le + I1) + sink(lo — 11)]Ci(ug) + [sink(ly + 1) + sink(l2 — [1)]C;(v11)+
+ [cos k(la + 11) + cos k(I — 11)]Si(v11) — [cosk(lz + 11) + cos k(l2 — 11)]Si(uo)+
—sink(ly — 11)Ci(u11) + sink(le — 11)Ci(u14) — cos k(la —11)S; (u14)+
+cosk(le —11)Si(u11) —sink(lz + 11)Ci(u12) + sink(la + 11)Ci(v13)—
—cosk(ly +11)Si(v13) + cos k(ly + 11)Si(u12)+
+ [sink(ly + 11) + sink(l2 — 11)]Ci(uop) — [sink(l2 + 11) + sin k(I — [1)]C;(v12)+
+ [cos k(lg + 11) + cosk(ly — 11)]Si(vi2) — [cosk(ly + 11) + cos k(la — ll)]Si(uo)}
(3.4.36)
Raggruppando:
X21 _ IO;ioz \/%I1(0)1[2(0) { [Sz(ulg) — S,'(U13)—S,'(U0) + S,'(’Uu) — S,'(’u,14) +

+ Si(uu —Si(U()) + Si(’Ulz)] COS k(lz — ll) + [Sz(uu) — Si(’l)14)—5i(’d0) +

+ Si(v11) + Si(u12) — Si(viz) =S (ug) + Si('UIZ)] cos k(ly +11)+
+ | Cilunz) = Ci(uss) + Ci(onr) — Ciffuo) + Ci(urs) — Cilun) — Ci(v12) +
+ Cz%bo)] sin k(lz — ll) + [C’i(ull) — C,'(UM) + Ci(’Ull) — Cz%éo) +

+ Ci(v13) — Ci(u12) — Ci(v12) + Ci%bo)] sin k(lz + l1)}

(3.4.37)
Semplificando e cambiando di segno:

X 210;7{02 \/g - (0)1[2 T { [S5(u13) + Si(ana) + 285 (0) — i(urz) — Si(un)~
—&@ny—&@mﬂame—hy+@xm@+sxmg+2&m@+
—&mm—&mm—&@m—&@mymub+m+
+ [Ciluns) = Ciwrs) = Ciw1) + Ci(v12) — Ci(uwra) + Ci(uan) | sin il — 1)+
+ [Ci(v14) = Ci(v1s) = Ciur) + Cilwrz) = Ci(onr) + Ci(v1z) | sink(ls + zl)}

(3.4.38)
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Ricordando che I1(0) e I2(0) sono le correnti ai terminali delle antenne, cioé per z = 0,
si ha:

Il (0) = [01 sin(kll) (& [2 (0) = 102 Sin(klz) (3439)
Per riferire 'impedenza al punto di alimentazione, poniamo:
1,(0) 15(0)
Iy = Ipo = ——— 3.4.40
TSk © 27 Sin(kl) (34.40)

Si ha, in definitiva:

Ron :% \/g - (kll)lsin h { (Cilu13) + Ciw14) + 204 (up) — Cilur2) — Ciun)~
— Cilvn1) = Ci(vi) | cos k(la — 1) + [Ci(v1a) + Ci(v13) + 2C; o)+
— Ci(ua) — Ci(ury) — Ci(v1a) — Ci(vu)] cos k(ly + 1)+
[ Si(un) = Siwz) + Si(o11) = Si(vna) + Silurz) = SiCun)| sink(ly — b))+

+ [Si(’Ulg) — SZ'(’U14) + Si(ull) — Si(ulz) + SZ'(’UH) — Si(’Ulz)] sin k(lz + ll)}
(3.4.41)

1 Ju 1
X =1 \/gsin(kh) sin(kl2) { [S"(ul?’) + Si(u14) + 2S5 (uo) — Si(u12) — Si(u11)—

— Si(v11) — 51@12)] cos k(ly — 1) + [51(1)14) + Si(v13) + 28, (uo)+

— Si(una) — Siui1) — Si(v1s) — Si(vll)] cosk(lz +11)+

i\V14) —

+ [CZ(Ulg) — Ci(u14) — CZ'(’UH) + Ci(’l)lz) — Ci(ulz) + C’Z(ull)] sin k(lz — l1)+
+[Citon) -

i(v1z) — Ci(u11) + Ci(u12) — Ci(v11) + 01(1112)] sink(ly + 11)}

(3.4.42)

Come caso particolare calcoliamo la parte reale e la parte immaginaria della mutua

impedenza fra due antenne rettilinee parallele quando esse hanno la stessa lunghezza ossia
quando l; =l = [. In tal caso le relazioni (3.4.1), (3.4.24) e (3.4.26) diventano:

Rlz (Z—l)2+d2

Ry = /(z+1)%2 + d? (3.4.43)
r= /(22 +d?)
(0 =vVE2+d2=L, Ri()=Vd>=d
20)=VE+d2 =L, Ry()=Q)?+d2=H (3.4.44)
T(O):\/_:da r(ly) =vVI2+d?=1L



ug =kd

upy =k(L —1) = uq vi1 =k(L—1)=wu

ups =k(L+1) = vy =k(L+1)=1v (3.4.45)
w13 =kd = ug vi3 = k(H + 21) = uy

w14 =kd = uyg via = k(H — 2l) = vy

Con queste posizioni, le equazioni (3.4.41) e (3.4.42) diventano, rispettivamente:

L
.
€ .
R21 :m{ sin kl cos kil [S,(UQ) - 281 (Ul) - S’i(UQ) + 2‘9’&(“1)] -

— % cos(2kl) [201- (u1) — 2C;i(uo) + 2C;(v1) — Ci(uz) — C; (U2)] - (3:440)
— [Ci(ul) — 2C;(uo) + Ci(“l)] }
9 [H
Xo1 47rs1n\/2:(kl){ sin k1 cos ki [ — Ci(uz) +2C;(v1) + Ci(v2) — 201(%1)] -
(3.4.47)

— %cos(2kl) [281-(1“) — 28;(uo) + 28i(v1) — Si(u2) — Si(v2)] -
- [Si(ul) — 28 (up) + Si(vl)] }

E conveniente trasformare le (3.4.46) e (3.4.47) in una forma pit utile per i calcoli
(trasformare C; in Cyy,).

Come sappiamo si ha:
Ci(z) =C+Inzx — Cyy,(z) (3.4.48)

essendo Cjyy, (x) = / - EOS§d§
0

Sostituendo la (3.4.48) nella (3.4.46) e (3.4.47) si ha:

[\
o

Roy = {sin Kl cos ki [Si(uz) —28S;(v1) — S;i(v2) + 2S¢(U1)] -

4 sin® (k1)
- % cos(2kl) [2¢ + 21In(uy) — 2C;,(u1) — 2¢ — 21In(up) + 2C5, (ug)+

+ 2¢ + 21In(vy) = 2Ci (v1) — G — In(uz) + Cip (us) — ¢ — In(vs) + Cin(UQ)] -

— [q’ —+ ln(ul) - Czn (’U,l) — 2¢ —2 ln(uo) + QCln (Uo) + q + 111(’()1) — Cin (’Ul):| }
(3.4.49)
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w
A fE
Xo1 :m{ sin k[ cos kl [2¢ + 21In(v1) — 2C;p (v1) — 2¢/ — 21n(uq1)+

+2Cin (1) + ¢ + In(v2) = Cin(v2) — ¢ — In(uz) + Cin (“2)] + (3.4.50)

- % cos(2kL) 28 () — 25;(uo) + 25:(11) — S(v2) — Si(un)| +

_ |:S,(’U,1) — 281(11,0) + S,(’Ul)] }
Ricordando che
’U,():kd, Ulzk(L—l), UQZk(H+2l)
V1 = k(L+l),U2 = k(H—2l)

si ha:
2In(u1)— 21In(ug)+ 21In(vy) — In(ug) — In(ve) = In <ﬂ>—l—ln <ﬂ> +1In(u1v1)—1In(ugvy) =
N -— ~ Ug o
—In <U11211> +ln <U101> _
Ug U2V2
L? -2 L? -2
() (B0
d? d?
analogamente:
u v U1
1n(u1) — 2ln£u0) + ln(vl)J: In <u_(1)> +In <u_:)> =In < ;gl> =
infine:
v Vo (L+1)2 (H —21l)
21n(v;) — 21 In(vy) — 1 (il _
2intn) ~ 2ina) + nn) ~ n) =1 (5332} =0 | 5
1 (L+1)? (H?—41%)] (L +1)%d? B
L =02 (H+2)2 ] (L-D2H+20)2
(L+1)d (L+1)?
=21 =2In ——
TCon@E+2) T H+20d

Ne segue che la (3.4.46) e (3.4.47) si scrivono:

W
N
€ .
R21 :m{ sin kl cos kil |:S1(U2) - 281(1)1) - Si(UQ) + 2‘9’&(“1)] +

1 (3.4.51)
~ 5 cos(2k) [ — 2Cin (1) +2Cin (u9) — 2Cin (1) + Cin (2) + Cin(v2) |+

|
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{ sin k[ cos kl |: - 2C”L (1)1) + 2C”L(’U,1) - Czn (1)2) + Czn (U2)+

" 4n sin?(kl)
+21n %] - %Cos(2kl) 253 (ur) — 283(u0) + 25:(01) — Si(v2) — Si(uz)] +

- [Sz’(ul) — 28 (up) + Si(vl)] }
(3.4.52)

Determiniamo, ora, alcuni valor: particolari di 7.

A
Supponiamo, ad esempio, che sia [ = (2n + 1)1, cioe la lunghezza dell’antenna sia

uguale ad un numero dispari di semilunghezze d’onda; cioe:
™
kl = (2n + 1)5 (3.4.53)

Ne segue cos(kl) = 0 e cos(2kl) = —1.
La (3.4.51) e (3.4.52) si scrivono:

Ry = \4/—7? |:Czn (UZ) + C’m(vz) —2C;n, (Uo):| (3.4.54)
Xop = — 4; {— 25; (o) + S; (va) + sz-(uz)] (3.4.55)

Ricordiamo che: ug = kd, uy = k[\4I2 + d? + 2], vy = k[V4I% + d? — 2I]
Perd=0= ug=0, uy =4kl, v =0 (3.4.56)

Sostituendo le (3.4.56) nella (3.4.54) e nella (3.4.55) e ricordando che Cj, (0) = S;(0) =
0, si ha nel caso del vuoto:

R = 30C;, [4k(2n + 1)2] = 30C; [27(2n + 1)]

. (3.4.57)
X = -308; [4k(2n + 1)1} = —305;[27(2n + 1)]
. . A )
In particolare per n = 0 cioe 2] = B (antenna a mezz’onda) si ha:
R = 30C;,(27) = 30 - 2,44 ~ 73,2 Ohm
(3.4.58)

X = —308;(2r) = =30 - 1,42 ~ —42.6 Ohm

Le (3.4.58) sono le ben note formule per la resistenza e la reattanza di
un’antenna rettilinea oscillante a mezz’onda.
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Riportiamo di seguito il listato del programma in ambiente Matlab "IMPEDENZA .m”
che calcola la mutua impedenza fra due antenne rettilinee e parallele, poste ad una distanza
d. Le semilunghezze delle due antenne sono, rispettivamente, [; ed [5. Si tratta di una
funzione che accetta in ingresso, come parametri, le semilunghezze delle due antenne e
la distanza a cui esse si trovano e restituisce la mutua impedenza complessa fra le due
antenne.

Nel programma in ambiente Matlab le funzioni Si(x) e Cii(x) sono cosi definite:

S;(x) = sinint () e C;(z) = cosint(x) (3.4.59)

IMPEDENZA.m

function [Z_12] = impedance(l_1,1 2,D)
%Costanti fondamentali

mu_0 = 4*pi*107°(-7); % H/m

epsilon_0 = 8.854*10°(-12); % F/m
%Permeabilitd magnetica relativa del mezzo
mu.r = 1;

%Costante dielettrica relativa del mezzo
epsilon_r = 1;

%Parametri del mezzo

mu = mu_0*mu_r;

epsilon = epsilon_0*epsilon _r;
%Definizione delle grandezze ausiliarie
0.0 = (2*pi)*D;

w1l = (2%pi)*(sqrt((1-1)"2+(D)"2)-L.1);

112 = (2%pi)* (sqrt((L- 1) +(D)"2)+L1);

u_13 = (2*pi)*(sqrt((1-2-1.1) "2+ (D) "2)-1.2+1.1);
u_14 = (2*pi)*(sqrt((1-2-1.1)"2+(D) "2)+1-2-1_1);
v 11 = (2%pi)*(sqrt((1-2) "2+(D)"2)-1.2);

v-12 = (2%pi)*(sqrt((1-2) "2+(D) "2)+1.2);

v_13 = (2%pi)*(sqrt((1-2+1-1)"2+(D) "2)+1_2+1_1);
v_14 = (2*pi)*(sqrt((1-2+1-1) "2+ (D) "2)-1.2-1_1);
%Calcolo della resistenza mutua

e

R_12 = (((sqrt((mu)/(epsilon)))/((4*pi)*(sin(2*pi*1_1))*(sin(2*pi*1.2))))*(...
((cos(2*pi*(1.2-1.1)))*(cosint (u-13)+cosint(u_14)+2*cosint (u_0)-...
cosint(u_12)-cosint(u_11)-cosint(v_11)-cosint(v_12)))+...
((cos(2*pi*(1-2+1.1)))*(cosint(v_14)+cosint (v_13)+2*cosint(u-0)-...
cosint(u_12)-cosint(u_11)-cosint(v_12)-cosint(v_11)))+...
((sin(2*pi*(1-2-1.1)))*(sinint (u_14)-sinint (u_13)+sinint(v_11)-...
sinint(v_12)+sinint(u_12)-sinint(u_11)))+...
((sin(2*pi*(1-2+1.1)))*(sinint(v_13)-sinint (v_14)+sinint(u_11)-...
sinint(u_12)+sinint(v_11)-sinint(v_12)))));

%Calcolo della reattanza mutua
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X_12 = (((sqrt((mu)/(epsilon)))/((4*pi)*(sin(2*pi*1_1))*(sin(2*pi*1.2))))*(...
((cos(2*pi*(1-2-1.1)))*(sinint(u-13)-sinint(u-12)-sinint(v_11)+...
2*sinint(u-0)+sinint(u_14)-sinint(u_11)-sinint(v_12)))+...
((cos(2*pi*(1.2+1.1)))*(sinint(v_14)-sinint(u_11)-sinint(v_11)+...
2*sinint(u-0)+sinint(v_13)-sinint(u_12)-sinint(v_12)))+...
((sin(2*pi*(1.2-1_1)))*(-cosint(u-12)+cosint (u-13)-cosint(v_11)+...
cosint(u_11)-cosint(u_14)+-cosint(v_12)))+...
((sin(2*pi*(1.2+1.1)))*(-cosint(u_11)+cosint(v_14)-cosint (v_11)+...
cosint(u_12)-cosint(v_13)+cosint(v_12)))));

%Impedenza mutua

712 = R_12 + i*X_12;

Nei grafici seguenti riportiamo I'andamento della mutua resistenza e della mutua reat-
tanza fra antenne di eguale lunghezza.
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3.5 - Alcune considerazioni pratiche sulle antenne rettilinee

Si definisce lunghezza risonante di un’antenna rettilinea, ad una data frequenza, la
lunghezza in corrispondenza della quale, 'impedenza dell’antenna & puramente resistiva.

Questa definizione e analoga a quella di un circuito risonante; alla frequenza di riso-
nanza l'impedenza d’ingresso del circuito e una resistenza.

Come abbiamo gia visto la lunghezza di risonanza di un’antenna rettilinea non e
esattamente eguale ad un multiplo intero di semilunghezza d’onda.

Nel caso di antenne di diametro finito, la lunghezza di risonanza dipende dal diametro
dell’antenna. La curva piena di figura rappresenta il fattore per cui si deve moltiplicare
la lunghezza di un dipolo a mezz'onda in libero spazio per ottenere la lunghezza fisica
di un dipolo risonante a mezz’onda in funzione del rapporto fra la semilunghezza d’onda
ed il diametro dell’antenna. Si osservi che al diminuire della lunghezza per ottenere la
risonanza, la resistenza d’ingresso diminuisce.

1.00 0 5
i i
£ 0.98 - o iiemeee= 6D s
m (.96 ~ 60 .
! d
t' 2
7:) 0.94 Resistenza — 55 :
T 0.92 -50 n
090 T T T T T 17T | T T T T T T 1T (Ohm)
102 103 104

semilunghezza d'onda /diametro del conduttore

fig.3.5-1

Larghezza di banda e ) di un’antenna

I’ “IEEE Standard Dictionary of Electrical and Electronics Terms” definisce la lar-
ghezza di banda di un’antenna come ’intervallo di frequenze entro le quali il rendi-
mento dell’antenna, rispetto ad alcune caratteristiche, corrisponde ad uno
“standard specifico” . Le caratteristiche di riferimento possono essere il pattern di
radiazione oppure l'impedenza. Per 'ultima, che e generalmente pilu sensibile alla fre-
quenza, uno standard utile ¢ che il “voltage standing wave ratio” (VSWR) sia minore di
2. Se I'impedenza dell’antenna e Z, e 'impedenza caratteristica della linea di trasmissione
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alimentante 'antenna e Zj, allora il “coefficiente di riflessione per la tensione” p e

(Za - ZO)
=——7 3.5.1
= Za+ 20) (35.1)
Si definisce VSWR la quantita:
1+ |p]
S = 3.5.2
o (35.2)

Dalla teoria delle linee di trasmissione, la percentuale della potenza riflessa e uguale a
|p|? X 100 e la percentuale della potenza trasmessa & uguale a (1—|p|?) x 100. Un VSWR di
2 corrisponde ad una potenza riflessa dell’11.1% come si puo verificare dalla (3.5.2). Consi-
deriamo un’antenna rettilinea di lunghezza risonante connessa ad una linea di trasmissione
che ha una impedenza caratteristica eguale all'impedenza d’ingresso dell’antenna alla fre-
quenza di risonanza. La variazione della resistenza nella regione attorno alla risonanza
e relativamente piccola paragonata alla variazione nella reattanza. Conseguentemente
la principale causa di variazione del VSWR ¢ la variazione della componente reattiva
dell’impedenza dell’antenna al variare della frequenza. Un’antenna che ha una relativa-
mente bassa variazione della reattanza con la frequenza avra una piu ampia larghezza di
banda.

Come esempio consideriamo un dipolo lungo 0.5m, alimentato al centro da una linea di
trasmissione di impedenza caratteristica Zy = 72 Ohm. Il valore del VSWR come funzione
della frequenza ¢ mostrato in figura 3.5-2 per due valori del raggio dell’antenna.
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Per il dipolo con raggio a = 0.005m, la frequenza di risonanza e 285 MHz e la larghezza
di banda & circa il 16%. Per un’antenna piu sottile con raggio uguale a a = 0.0001m la
frequenza di risonanza ¢ 294 MHz e la larghezza di banda & circa 1’8%.

Come in un circuito risonante, I'impedenza dell’antenna presenta una componente
reattiva appena la frequenza di alimentazione devia dalla frequenza di risonanza.

Il fattore di qualita @ di un’antenna e definito in modo simile al () di un circuito
risonante serie avente elementi di circuito a costanti concentrate.

Esso puo essere trovato calcolando o misurando la resistenza d’ingresso R e la reattanza
X a qualche frequenza prossima a quella di risonanza. Per variazioni di frequenze inferiori
al 5% di quella di risonanza, ) ¢ dato con sufficiente accuratezza dalla formula

X

@ = 2nR

(3.5.3)

dove n e la differenza percentuale, espressa come numero decimale, fra la frequenza di
risonanza e la frequenza alla quale X e R sono misurate o calcolate. Come nel caso del
circuito risonante, () € una misura della selettivita dell’antenna.

Per un dipolo a mezz’onda, il valore approssimato di @) varia da circa 14 per L/a =
2500 a circa 8 per L/a = 50000.



3.6 - Metodi di alimentazione di un’antenna dipolare
Principi generali

Nell’alimentazione di un’antenna sono da prendere in considerazione due fattori.

Primo, 'antenna deve presentare un carico adattato alla linea di trasmissione. I
vantaggi di una impedenza adattata sono: (1) non vi & potenza riflessa; (2) in assenza di
onde stazionarie, la perdita dovuta alla dissipazione ¢ minima; (3) 'impedenza d’ingresso
della linea ¢ indipendente dalla frequenza e dalla sua lunghezza; (4) & evitato il problema
del “breakdown” del dielettrico e dell’eccessivo calore associato ad un elevato VSWR.

Il valore del VSWR che puo essere tollerato e, naturalmente, dipendente dalla appli-
cazione particolare.

Come regola generale, il sistema puo essere considerato adattato se il
VSWR non supera 1.5.

[’altra considerazione ¢ che quando I'antenna e connessa alla linea di trasmissione,
le correnti risultanti sulla linea devono essere bilanciate; cioe, ogni conduttore dovrebbe
trasportare corrente uguale ma opposta.

Se la distanza fra i conduttori e molto piu piccola di una lunghezza d’onda, la radia-
zione emessa da una linea trasportante corrente bilanciata & trascurabile. Viceversa uno
sbilanciamento della corrente sulla linea puo essere significativo. Questa radiazione non &
desiderata in quanto capovolge le caratteristiche radianti dell’antenna.

Metodi di adattamento
1) Alimentazione diretta e trasformatore a quarto d’onda

Un’antenna connessa ad una linea di trasmissione deve avere una lunghezza pari alla
sua lunghezza di risonanza in modo tale che la sua impedenza e resistiva.

In pratica si comincia a costruire un’antenna piu lunga di quella richiesta. Essa allora
viene connessa ad un generatore di segnale via una linea di trasmissione e viene misurata
la sua impedenza alla frequenza designata. Questo puo essere fatto o direttamente con
un misuratore di ammettenza o indirettamente misurando il VSWR sulla linea o lo shift
della posizione di tensione massima relativo al caso in cui la linea e cortocircuitata. Per
un’antenna piu lunga della lunghezza di risonanza, la sua impedenza Z, conterra una
componente reattiva. Gli estremi dell’antenna sono allora tagliati fino a quando non si
ottiene un valore resistivo puro per Z,.

Talvolta e possibile connettere ’antenna direttamente alla linea di trasmissione. Per
esempio un dipolo a mezz’onda risonante ha una impedenza di circa 70 Ohm. Se esso
e connesso ad una linea bifilare di 75 Ohm, nessun adattamento é necessario. Se, vice-
versa, e utilizzata una linea di impedenza caratteristica di 300 Ohm, occorre un dispositivo
adattatore di impedenza per esempio un trasformatore a quarto d’onda.

[’impedenza caratteristica di un trasformatore a quarto d’onda e la media geometrica
dell’impedenza dell’antenna Z, e dell'impedenza caratteristica della linea di trasmissione

Z()I
Z)\/4 =V Za ZO (361)
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L’impedenza caratteristica richiesta puo essere ottenuta scegliendo gli appropriati va-
lori per la distanza ed il diametro dei conduttori. E da notare che, poiche le linee di
trasmissione sono essenzialmente senza perdite alle alte frequenze, Z,4 € Zy sono numeri
reali ed un trasformatore a quarto d’onda puo essere ottenuto solo se Z, e reale. Questo
sara il caso di un’antenna risonante.

2) Sistemi di alimentazione shunt feeds

Vi sono modi di ottenere adattamento senza bisogno di utilizzare una linea adattante
come un trasformatore a quarto d’onda.

Questi sono basati sul fatto sperimentale che I'impedenza presentata fra due qualsiasi
punti simmetricamente posti rispetto al centro di un dipolo a mezz’onda senza alcun gap
al centro dipendera dalla distanza fra i punti. Piu grande e la separazione, piu alto sara
il valore dell'impedenza. I sistemi di alimentazione che utilizzano questo principio sono
conosciuti come “shunt feeds”, ed includono I’adattamento a delta, i dipoli piegati e
gli adattamenti a T e Gamma.

Adattamento a delta — Nell’adattamento a delta mostrato in figura 3.6-1, una linea
terminante a ventaglio (delta) & usata per accoppiare 'antenna e la linea di trasmissione.
Le estremita del “delta” sono unite ai punti equidistanti dal centro dell’antenna. Cosi
connessa l'impedenza terminante della linea dipendera dalle dimensioni A e B.

s

Sistema di adattamento a delta

fig.3.6-1

Sperimentalmente, per accoppiare un semplice dipolo a mezz’onda ad una linea di 600
Ohm, la distanza A fra gli estremi del delta & circa 0.12)\ mentre la distanza B & circa
0.15.

Dipoli piegati (Folded dipoles) — Un altro modo di adattare una antenna di bassa
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impedenza ad una linea di trasmissione ad alta impedenza e quello di dividere ’antenna
in due o piu conduttori paralleli con la linea di trasmissione connessa al centro di uno
soltanto di essi. Un “folded dipole” a due conduttori & costituito da due conduttori di
eguale lunghezza posti parallelamente I'uno all’altro e uniti insieme agli estremi come

mostrato in figura 3.6-2.

Dipolo piegato

. . . . . . . ' I
FEvoluzione di una linea di trasmissione cortocircuitata verso un ' folded dipolo

1| 1
’ /
1 1
b X/ Aot X [ et I
_____ _ : :,
= !
= —
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Al
distribuzione spaziale oo
della corrente —
a) b) c)

fig.3.6-2

Esso e eccitato al centro di uno dei due conduttori. Una spiegazione qualitativa della
distribuzione della corrente su un dipolo piegato puo essere ottenuta pensando il dipolo
come generato da una linea di trasmissione bifilare. Consideriamo un dipolo piegato a
mezz’ onda. Consideriamo, altresi, la linea di trasmissione cortocircuitata come in figura
3.6-2a). Cominciamo a piegare la linea nel modo mostrato in figura 3.6-2b). Quando
lantenna & completamente piegata otteniamo la configurazione di figura 3.6-2c), che &
quella finale. Assumendo che la distribuzione di corrente sia la stessa di quella della linea
di trasmissione cortocircuitata otteniamo la stessa distribuzione sinusoidale di corrente
su ciascuno dei conduttori. Il diagramma di radiazione prodotto dal dipolo piegato sara
identico a quello prodotto da un dipolo a mezz’onda percorso da una intensita doppia di
corrente. Ne segue che la potenza irradiata e pari a quattro volte quella irradiata da un
dipolo semplice. Conseguentemente per un dipolo piegato a mezz’onda la resistenza di
radiazione ¢ 4 X 73 = 292 Ohm. Un dipolo piegato a tre conduttori ¢ mostrato in figura
3.6-3b. In generale per un dato numero di conduttori, la divisione di corrente fra essi e
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governata dai diametri dei conduttori e dalla distanza fra essi. In particolare, per due
conduttori costituenti un dipolo piegato a mezz’onda di raggi a; e as e distanti d, dove a;
¢ il raggio del conduttore alimentato, si dimostra (Harrison e King) che:

Zin=(1+f)*Zp (3.6.2)

dove Zp ¢ I'impedenza di un ordinario dipolo a mezz’onda di raggio a, ed f ¢ il fattore di
divisione della corrente. Se a1 e as sono molto minori di d, come generalmente avviene, f
e approssimativamente dato da:

- ln(d/al)

f= In(d/as)

(3.6.3)

Per lo speciale ma importante caso in cui i due conduttori hanno eguale raggio, il
fattore f e 1. L’impedenza d’ingresso e quattro volte quella di un ordinario dipolo. La
larghezza di banda di un dipolo piegato ¢ maggiore di quella di un semplice dipolo.

raggio ai

\

\

Feed T0g99t0 a2

fe— . —f— o —]

raggto as

a) dipolo piegato costituito da due conduttori
b) dipolo piegato costituito da tre conduttori

fig.3.6-3

Adattamenti a T e Gamma — Una disposizione che in parte comprende ’adattamento
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linea di alimentazione
[

a) Sistema di adattamento a T

b) Sistema di adattamento a T con in serie ca—
pacitori per eliminare la reattanza residua

Cavo coasstiale

c) Sistema di adattamento a Gamma

fig.3.6-4

I diametri dei conduttori, la distanza B e la distanza A determinano l'impedenza
d’ingresso vista dalla linea. Si dimostra che I'impedenza ha una componente reattiva che
puo essere variata aggiustando la lunghezza dell’antenna o inserendo una capacita di valore
opportuno in serie ai terminali d’ingresso, come mostrato in figura 3.6-4b). Il dispositivo
mostrato in figura 3.6-4c) & conosciuto come adattamento a Gamma. E una versione non
bilanciata dell’adattamento a T ed e utile per alimentazione con cavo coassiale.

Fine del Cap.3



