
||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Mi
roonde |||||||||||Cap. 21Teoria balisti
a della generazione di radiazione elettromagneti
a.21.1 - Tempo di transito di un 
ir
uito os
illante LC.Consideriamo l'interazione fra elettroni in \volo libero" attraverso il 
apa
itore di un
ir
uito LC.
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ir
uito os
illante LC.Una 
orrente di elettroni 
on velo
it�a uniforme viaggia at-traverso il 
ondensatore i 
ui piatti sono una s
hiera di �li(griglia) 
he inter
ettano solo una tras
urabile porzione deglielettroni in
identi.
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Il 
ir
uito LC �e a

ordato ad una 
erta frequenza ! ed �e e

itato an
he primadell'arrivo dell'elettrone.Un elettrone 
on 
ari
a e = �jej entrante nel 
ampo del 
ondensatore �e sottoposto alsuo 
ampo elettri
o E = 1dU dove d �e la distanza fra le due armature del 
ondensatore.L'elettrone �e sottoposto ad una forza eE ed ha una energia potenziale 
he 
onsegna(o toglie) al 
ir
uito LC. V' = �e Z d0 E dx (21:1:1)La tensione ai 
api del 
ondensatore �e:U = U0 
os(!t+ ') =) E = 1dU ; dx = vdt (21:1:2)
he sostituita nella (21.1.1) 
omporta:V' = � edU0 Z �0 v(t) 
os(!t+ ')dt (21:1:3)21 - 1



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Mi
roonde |||||||||||La velo
it�a dell'elettrone nel 
ondensatore non �e 
ostante ma �e modi�
ata dalla forza
he il 
ampo eser
ita sull'elettrone. Per trovare l'espressione per la velo
it�a dell'elettroneed il suo tempo di transito � , dobbiamo risolvere l'equazione del moto dell'elettrone,mdvdt = edU0 
os(!t+ ') (21:1:4)La soluzione della (21.1.4) �e:v(t) = v0 + eU0m!dh sin(!t+ ')� sin'i (21:1:5)Per ottenere il tempo di volo dell'elettrone attraverso il 
ondensatore dobbiamo inte-grare an
ora una volta:x(t) = v0t+ eU0m!d � 1! h 
os'� 
os(!t+ ')i� t sin'� (21:1:6)Per t = � =) x(�) = d, allora:d = v0� + eU0m!d � 1! h 
os'� 
os(!� + ')i� � sin'� (21:1:7)E' impossibile avere una soluzione per � in forma funzionale.Usiamo un 
al
olo perturbativo assumendo 
he � sia soltanto po
o di�erente dal tempodi transito imperturbato �0 = dv0 (21:1:8)in assenza del 
ampo a radiofrequenza nel 
ondensatore.Prendendo � = �0 + � 
on � � �0 si ha:d = v0�0 + v0� + eU0m!d � 1! h 
os'� 
os(!�0 + !� + ')i� �0 sin'� � sin'� (21:1:9)Poi
h�e d pu�o porsi eguale a v0�0 si ha:v0� ' eU0m!2dn!�0 sin'+ 
os(!�0 + ')� 
os'o (21:1:10)avendo tras
urato il termine � sin' ed il termine !� nell'argomento del 
oseno; da 
ui siha: � = eU0m!2dv0n!�0 sin'+ 
os(!�0 + ')� 
os'o (21:1:11)21 - 2



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Mi
roonde |||||||||||Cal
oliamo V' dopo avere sostituito la (21.1.5) nella (21.1.3)V' = � edU0 Z �0 v0 
os(!t+ ')dt� e2U20m!d2 Z �0 h sin(!t+ ')� sin'i 
os(!t+ ')dt == �eU0v0d! h sin(!t+ ')i�0 + 14 e2U20m!2d2 h 
os(2!t+ 2')i�0 + e2U20m!2d2 sin'h sin(!t+ ')i�0== �eU0!d�v0 � eU0m!d sin'�h sin(!� + ')� sin'i+ 1m� eU02!d�2h 
os(2!� + 2')� 
os 2'i(21:1:12)Per i termini proporzionali a �eU0!d �2 il tempo di transito � pu�o essere sostituito da�0, mentre per i termini lineari in eU0m!d a � va sostituito �0 + �V' = �eU0!d v0h sin(!�0 + !� + ')� sin'i+ e2U20m!2d2 sin'h sin(!�0 + ')� sin'i++ 1m � eU02!d�2 h 
os(2!�0 + 2')� 
os 2'i == �eU0!d v0h sin(!�0 + ') 
os!� + 
os(!�0 + ') sin!� � sin'i++ e2U20m!2d2 sin'h sin(!�0 + ')� sin'i+ 1m � eU02!d�2 h 
os(2!�0 + 2')� 
os 2'i(21:1:13)Ponendo 
os!� ' 1 e sin!� ' !� 
on � dato dalla (21.1.11) si ha:V' = �eU0v0!d h sin(!�0 + ')� sin'i� eU0v0!d 
os(!�0 + ')! eU0m!2dv0 h!�0 sin'++ 
os(!�0 + ')� 
os'i+ e2U20m!2d2 sin(!�0 + ') sin'� e2U20m!2d2 sin2 '++ 1m � eU02!d�2 
os(2!�0 + 2')� 1m � eU02!d�2 
os 2'V' = �eU0v0!d h sin(!�0 + ')� sin'i++ 1m �eU0!d �2 �14 
os(2!�0 + 2')� 14 
os 2'+ sin(!�0 + ') sin'� sin2 '�� !�0 
os(!�0 + ') sin'� 
os2(!�0 + ') + 
os' 
os(!�0 + ')� (21:1:14)21 - 3
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roonde |||||||||||Energia potenziale di un singolo elettrone
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I parametri usati per il gra�
o della �gura 21.1-2 sono:m=9:11 � 10�31 Kg; e=1:6 � 10�19 C; U0=1000 V; v0=107 m=s; d=10�3 m; f=109Hz21.2 - Estensione ad una 
orrente 
ontinua di elettroni.L'equazione (21.1.14) d�a la potenza 
he un parti
olare elettrone trasferis
e a un 
ampola 
ui fase ha un de�nito valore '. Se una 
orrente 
ontinua di elettroni I entra nel 
ampodel 
ondensatore, la potenza 
he questa 
orrente trasferis
e al 
ampo si ottiene mediandosu tutte le possibili fasi a 
ui i vari elettroni entrano nel 
ampo e moltipli
ando per ilnumero di elettroni I=e 
he entrano nel 
ondensatore al se
ondo.�P = Ie 12� Z 2�0 V' d' (21:2:1)Svolgendo gli integrali, si ha:Z 2�0 sin(!�0 + ')d' = Z 2�0 sin'd' = Z 2�0 
os(2!�0 + 2')d' = Z 2�0 
os 2'd' = 0Per svolgere gli altri integrali, utilizziamo le formule di Werner:sin� 
os � = 12h sin(�+ �) + sin(�� �)i
os� 
os � = 12h 
os(�+ �) + 
os(�� �)isin� sin � = �12h 
os(�+ �)� 
os(�� �)i21 - 4



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Mi
roonde |||||||||||8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:
sin(!�0 + ') sin' = �12h 
os(!�0 + 2')� 
os!�0i
os(!�0 + ') sin' = 12h sin(!�0 + 2') + sin(�!�0)i
os' 
os(!�0 + ') = 12h 
os(!�0 + 2') + 
os!�0isin2 ' = 1� 
os 2'2
os2(!�0 + ') = 1 + 
os 2�!�0 + '�28>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>:

Z 2�0 sin(!�0 + ') sin'd' = +h12 
os!�0i2�Z 2�0 
os(!�0 + ') sin'd' = �h12 sin!�0i2�Z 2�0 
os' 
os(!�0 + ')d' = +h12 
os!�0i2�Z 2�0 sin2 'd' = �Z 2�0 
os2(!�0 + ')d' = �Quindi:�P = 1m �eU0!d �2 Ie 12� �2� 12 
os!�0 � � + !�02� 12 sin!�0 � � + 2� 12 
os!�0��P = 2eIU20md2!2 �14 
os!�0 � 14 + 14!�0 sin!�0 � 14 + 14 
os!�0� == 2eIU20md2!2 �12 
os!�0 � 12 + 14!�0 sin!�0� == 2eIU20md2!2 �12(
os!�0 � 1) + 14!�0 sin!�0� (21:2:2)
Ma, ri
ordando 
he 
os 2� = 
os2 �� sin2 �oppure 
os� = 
os2 �2 � sin2 �2oppure 
os� = 1� 2 sin2 �2
io�e 
os�� 12 = � sin2 �221 - 5



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Mi
roonde |||||||||||la (21.2.2) diventa:�P = 2eIU20md2!2 �� sin2 !�02 + 14!�02 sin !�02 
os !�02 � == 2eIU20md2!2 �� sin2 !�02 + 12!�0 sin !�02 
os !�02 � == 2eIU20md2!2 �12!�0 
ot 12!�0 � 1� sin2 !�02 (21:2:3)
Posto 
 = 12!�0si ha: �P = 2eIU20md2!2�
 
ot 
 � 1� sin2 
 (21:2:4)D'altra parte sappiamo 
he l'energia totale ET immagazzinata in un 
ir
uito LC �e:ET = 12CU20 (21:2:5)da 
ui U20 = 2ETC (21:2:6)Sostituendo la (21.2.6) nella (21.2.4) si ha:�P = 4eIETmd2!2C �
 
ot 
 � 1� sin2 
 (21:2:7)Il 
al
olo 
lassi
o qui presentato non tiene 
onto del fatto 
he la tensione nel 
onden-satore varia 
ome risultato della interazione dell'elettrone 
on il 
ampo. Tuttavia, an
hetenendo 
onto di questo il risultato non varia in maniera apprezzabile.Il me

anismo per 
ui gli elettroni trasferis
ono potenza al 
ir
uito LC �e un e�ettodel tempo di transito. La potenza trasferita pu�o essere negativa, risultando quindi unaperdita dell'energia elettromagneti
a nel 
ir
uito (
io�e una diminuzione dell'energia elet-tromagneti
a) o positiva, risultando quindi un guadagno dell'energia elettromagneti
a. Ilsegno del pro
esso di trasferimento dipende solo dalla funzionef(
) = �
 
ot 
 � 1� sin2 
 (21:2:8)Cal
olo della funzione f1(
) = �
 
ot 
 � 1�21 - 6



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Mi
roonde |||||||||||
(rad) f1(
)0.5 -0.08471 -0.3581.5 -0.892 -1.912.5 -4.353 -22.043.1 -75.49

(rad) f1(
)� �13.2 53.723.3 19.653.4 11.863.5 8.344 2.454.5 -0.029


(rad) f1(
)5 -2.475.5 -6.526 -21.626.5 28.57 7.037.5 1.778 -2.18Poi
h�e la funzione f1(
) presenta divergenze gra�
hiamo la f(
).
(rad) f(
)0.5 -0.01951 -0.251.5 -0.892 -1.582.5 -1.553 -0.433.5 1.026

(rad) f(
)3.6 1.233.7 1.383.8 1.463.9 1.474 1.44.5 -0.0285 -2.279


(rad) f(
)5.5 -3.256 -1.696.5 1.317 3.0357.5 1.558 -2.13� � � �

�g.21.2-1
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Pu�o indurre fuori strada il fatto 
he il segno della 
ari
a e delle parti
elle deter-minerebbe il segno di �P . Tuttavia, e 
ompare unitamente alla 
orrente I e risultaeI = e2nAv (21:2:9)21 - 7



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Mi
roonde |||||||||||dove n �e la densit�a delle parti
elle, A �e l'area della sezione trasversale del fas
io di parti
elle,e v �e la velo
it�a delle parti
elle.L' equazione (21.2.9) mostra 
he la quantit�a eI �e sempre positiva indipendentementedal fatto 
he e = jej oppure e = �jej.La velo
it�a non pu�o mai essere negativa per
h�e il 
al
olo era basato sulla ipotesi 
hele parti
elle si muovono nella direzione positiva dell'asse x.La variabile 
 di f(
) �e proporzionale al rapporto fra il tempo di transito degli elettronied il periodo delle os
illazioni del 
ir
uito LC. La dipendenza funzionale di f(
) �e mostratanella tabella. Per pi

oli valori di 
, 
io�e per basse frequenze, f(
) �e negativa. Questo si-gni�
a 
he se noi sintonizziamo il 
ir
uito LC a bassissime frequenze e variamo la risonanza�no a frequenze pi�u alte, tenendo 
ostante la velo
it�a degli elettroni e quindi il loro tempodi transito, l'elettrone estrae potenza dal 
ir
uito LC. Inizialmente, la potenza perdutadal 
ir
uito aumenta all'aumentare della frequenza, raggiunge un massimo, e diminuis
e.Solo dopo 
he 
 > � o (� = T ) il fas
io di elettroni 
omin
ia a 
onsegnare potenza al
ir
uito. Il primo massimo trasferimento positivo di potenza �e raggiunto a 
 = 3:9. Dopodi 
i�o la quantit�a di trasferimento positivo di potenza diminuis
e e diventa di nuovo ne-gativa per 
 > 4:5. Regioni di trasferimento di potenza negativa e positiva si alternanoinde�nitamente. Possiamo pensare 
he questo sia un modo per produrre realmente altefrequenze. Tuttavia, le pi�u alte regioni di potenza positiva trasferita sono via via pi�u diÆ-
ili da utilizzare. Questa analisi assume 
he il fas
io di elettroni in
idente sia strettamentemonoenergeti
o.In prati
a vi �e sempre una distribuzione delle velo
it�a degli elettroni, 
he diventavia via pi�u importante quando si utilizzano regioni di trasferimento positivo di potenzadi ordine pi�u alto. La distribuzione delle velo
it�a degli elettroni 
ausa una distribuzionenel 
 
he lo porta a 
oprire regioni positive e negative adia
enti 
osi

h�e l'eÆ
ienza deltrasferimento di potenza peggiora.�E meglio, quindi, usare regioni di ordine pi�u basso 
on � � 
 � 4:5.EsempioAssumiamo: f = 100MHz, d = 0:01m e 
 = 3:9 
osi

h�e vi �e un massimo di eÆ
ienza.Poi
h�e 
 = 122�f�0 = 122�f dv0 =) v0 = �
 fdUtilizzando i numeri dati: v0 = 8:05 � 105 mse
Il potenziale 
he li a

elera �e:12mv20 = eV =) V = 12me v20 = 1:84V
he �e molto pi

olo.Per avere una idea di quanta 
orrente deve essere ri
hiesta per ottenere os
illazioni,deriviamo le 
ondizioni di os
illazione. 21 - 8



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Mi
roonde |||||||||||Il fattore di qualit�a Q di un 
ir
uito �e de�nito 
omeQ = 2�Eped (21:2:10)dove Ep �e l'energia immagazzinata nel 
ir
uito ed ed �e l'energia dissipata per 
i
lo.Tuttavia, l'energia dissipata per 
i
lo ed �e 
orrelata alla potenza perduta dalla:p = edT = ed !2� =) Q = !Epp (21:2:11)Il 
ir
uito os
illa se noi forniamo ad esso pi�u potenza �P di quanta ne perda.La soglia di os
illazione �e quindi p � �P
io�e !EpQ � 4eIEpmd2!2C f(
) (21:2:12)Nel nostro esempio: f(3:9) = 1:5 ; Q = 10C = �0Ad 
on A = 0:01m2 �0 = 8:854 � 10�12 Fm =) C = 8:854 pFLa 
orrente ri
hiesta per sostenere l'os
illazione �eI � m!3d2C4eQf(
)e ri
ordando 
he m = 9:11 � 10�31Kg, e = 1:60 � 10�19C otteniamo:I � 21mAForse non �e molto fa
ile ottenere una 
orrente di 21mA 
on un potenziale di 1.8V;tuttavia non �e impossibile. �E pi�u arduo avere frequenze pi�u alte poi
h�e la 
orrente di sogliaaumenta 
ome la terza potenza della frequenza. Inoltre 
ir
uiti LC 
on
entrati (lumped)smettono di lavorare a frequenze maggiori di 100MHz.
Fine del Cap.21 21 - 9


