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Consideriamo una avit�a ilindria e sia l la distanza fra le due basi; indihiamo on �la super�ie di iasuna di esse. La parete e le basi siano onduttori perfetti. Ovviamente,se � �e irolare, la avit�a �e ilindria; se � �e rettangolare di lati a e b la avit�a �e unparallelepipedo rettangolo di spigoli a, b, l.Disponiamo, al solito, un sistema di assi x; y; z on l'asse z parallelo alle generatrii delilindro. Per valutare la possibilit�a dell'esistenza di un ampo elettromagnetio all'internodella avit�a ilindria proediamo nella seguente maniera.Modi TMConsideriamo due modi TM he si propagano in una guida in�nita di sezione �, unonel verso positivo dell'asse z, l'altro nel verso negativo.La omponente longitudinale del ampo vale in questo aso:Ez = �C1e�i�z + C2ei�z��(x; y) (20:1:1)dove C1 e C2 sono ostanti e �(x; y) �e una soluzione non nulla dell'equazione di Helmholtzvalida su tutta � r2�+ h2� = 0 on � = 0 sul ontorno (20:1:2)Si ha poi ~Et = � i�h2 �C1e�i�z � C2ei�z� ~r� (20:1:3)~Ht = � i!�h2 bz � �C1e�i�z + C2ei�z� ~r� (20:1:4)20 - 1



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||Questo ampo elettromagnetio soddisfa alle equazioni di Maxwell ed alle ondizioni sullesuper�i laterali della guida. Resta da veri�are la ondizione di annullamento della om-ponente tangenziale del ampo elettrio sulle super�i di base della avit�a, omponentehe oinide on ~Et. Si ha io�e ~Et = 0 per z = 0 e z = l, il he omporta:C1 � C2 = 0 C1e�i�l � C2ei�l = 0 (20:1:5)ossia C1 = C2 = C2 (20:1:6)infatti: C1h os �l � i sin �li� C2h os �l + i sin �li = 0(C1 � C2) os�l = 0�i(C1 + C2) sin�l = 0C1 � C2 = 0 �e soddisfatta, allora: sin �l = 0�l = r� r intero�2l2 = r2�2Riordando l'espressione di �, dopo avere elevato al quadrato si ha:!2��� h2 = r2�2l2dalla quale ! = rr2�2l2 + h2 (20:1:7)Si pu�o onludere he le osillazioni proprie seondo modi TM di una avit�a ilindriahanno una frequenza di osillazione data dalla (20.1.7) ed il ampo risulta essere espressoda: ~Et = �r�l Ch2 sin r�zl ~r� (20:1:8)Infatti: ~Et = � i�h2 �C1e�i�z � C2ei�z� ~r� == � i�h2 C2 (�2i sin �z) ~r� == � �h2C (sin �z) ~r� == �r�l Ch2 sin r�l z~r� (20:1:9)
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||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||Ez = C os r�zl � (20:1:10)~Ht = �i �!h2 bz � C os r�zl ~r� Hz = 0 (20:1:11)Cavit�a rettangolari - Modi TMNel aso partiolare del parallelepipedo riordando il valore di h2 per la guida a sezionerettangolare, si ha: (�)TMpqr = 2�rp2�2a2 + q2�2b2 + r2�2l2 (20.1.12)e riordando he � = sin p�xa sin q�yb �e faile srivere l'espressione del ampo elettromag-netio. Ovviamente nessuna delle p; q pu�o annullarsi, altrimenti il ampo sarebbe ovunquenullo. Cavit�a irolari - Modi TMNel aso della avit�a a sezione irolare di raggio a, valgono formule analoghe, solohe si deve porre: � = Jn �xn��a � (Dn osn�+D0n sinn�) (20:1:13)Dn e D0n ostanti arbitrarie. h = xn�a (20:1:14)
(�)TMn�r = 2�rx2n�a2 + r2�2l2 (20.1.15)Il ampo quindi dipende da tre numeri interi (p; q; r o n; �; r) io�e si ha una triplain�nit�a di modi di tipo TM. Modi TEConsideriamo ora due modi TE he si propagano in verso opposto:Hz = �C1e�i�z + C2ei�z� (20:1:16)~Et = �i!h2 bz � �C1e�i�z + C2ei�z� ~r Ez = 0 (20:1:17)~Ht = � i�h2 �C1e�i�z � C2ei�z� ~r (20:1:18)20 - 3



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||dove  soddisfa la r2 + h2 = 0 (20:1:19)solo he adesso sul ontorno di � �e nulla la � �n .Ragionando ome prima si ha subito he le ondizioni a ui deve soddisfare il ampoelettromagnetio sono veri�ate se ~Et = 0 per z = 0 e z = l, io�e se:C1 + C2 = 0 C1e�i�l + C2ei�l = 0 (20:1:20)C1 = �C2 = C2 sin �l = 0 (20:1:21)Il ampo �e dato da: ~E = �!Ch2 sin r�zl bz � ~r (20:1:22)~Ht = �i r�l Ch2 os r�zl ~r (20:1:23)Hz = �iC sin r�zl  (20:1:24)Cavo oassialeConsideriamo ora un avo oassiale limitato. In questo aso si possono avere modi diosillazione TEM rispetto all'asse z.Consideriamo due modi TEM del tipo onsiderato nella teoria del avo, he si pro-pagano in verso opposto.~E = � C1e�i! z + C2ei! z! ~rV (20:1:25)~H = �r ��bz � C1e�i! z � C2ei! z! ~rV (20:1:26)essendo: V = V0 ln �bln ab (20:1:27)Ora, il solito ragionamento ondue alle ondizioni:C1 = �C2 = C2sin ! l = 0 =) ! = r�l (20:1:28)20 - 4



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||Ne segue he i ampi all'interno della avit�a oassiale sono:~E = iC sin r�l z~rV (20:1:28)~H = �r ��bz � �C os r�l z� ~rV (20:1:29)D'altra parte: ~rV = be� V0ln ab 1�b 1b = be� V0ln ab 1� (20:1:30)Quindi: 8>>>>>><>>>>>>:
E� = iC V0ln ab 1� sin r�l zH� = �r ��C V0ln ab 1� os r�l z (20:1:31)

Tabella 20.1-1Frequenze di risonanza, riferite a quella del modo dominante,per i diversi modi TEpqr e TMpqr in avit�a rettangolari, ossia:Rpqr101 = (fr)pqr(fr)TE101 =vuuuuut�pa�2 + �qb�2 + �rl �2�1a�2 + �1l �2ab bl TE101 TE011 TM110 TE111TM111TE102 TE201 TE021 TE012 TM210TM120 TE112TM1121 1 1 1 1 1:22 1:58 1:58 1:58 1:58 1:58 1:58 1:731 2 1 1 1:26 1:34 1:26 1:84 1:84 1:26 2:00 2:00 1:552 2 1 1:58 1:58 1:73 1:58 1:58 2:91 2:00 2:00 2:91 2:122:25 2:25 1 1:74 1:74 1:88 1:58 1:58 3:26 2:13 2:13 3:26 2:242 4 1 1:84 2:00 2:05 1:26 1:84 3:60 2:00 2:53 3:68 2:192:25 4 1 2:02 2:15 2:20 1:31 1:81 3:95 2:19 2:62 4:02 2:364 4 1 2:91 2:91 3:00 1:58 1:58 5:71 3:16 3:16 5:71 3:244 8 1 3:62 3:65 3:66 1:26 1:84 7:20 3:65 4:03 7:25 3:82
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||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||Tabella 20.1-2Frequenze di risonanza, riferite a quella del modo dominante,per i diversi modi TEn�r e TMn�r in avit�a irolari, ossia:Rn�rdom = (fr)n�r(fr)domla Rn�rdom0 TM010TM010 TM110TM010 TM210TM010 TM020TM010 TM310TM010 TM120TM010 TM410TM010 TM220TM010 TM030TM010 TM510TM010||||||||||||||||||||||||||||||||||||1.000 1.593 2.136 2.295 2.653 2.917 3.155 3.500 3.598 3.6470:5 TM010TM010 TM110TM010 TM210TM010 TM020TM010 TM310TM010 TE111TM010 TM011TM010 TM211TM010 TM120TM010 TE011TM010||||||||||||||||||||||||||||||||||||1.000 1.593 2.136 2.295 2.653 2.722 2.797 2.905 2.917 3.0601 TM010TM010 TE111TM010 TM110TM010 TM011TM010 TE211TM010 TM111TM010 TE011TM010 TM210TM010 TM311TM010 TE020TM010||||||||||||||||||||||||||||||||||||1.000 1.514 1.593 1.645 1.822 2.060 2.060 2.136 2.181 2.2952:03 TM010TM010; TE111TM010; TM011TM010; TE211TM010; TE212TM010; TM110TM010; TE012TM010; TE011TM010; TM111TM010; TE212TM010;TE111 TE111 TE111 TE111 TE111 TE111 TE111 TE111 TE111 TE111||||||||||||||||||||||||||||||||||||1.000 1.000 1.189 1.424 1.497 1.593 1.630 1.718 1.718 1.8083 TE111TE111 TM010TE111 TM011TE111 TE112TE111 TE012TE111 TE211TE111 TE113TE111 TE212TE111 TE110TE111 TM013TE111||||||||||||||||||||||||||||||||||||1.000 1.136 1.238 1.317 1.506 1.524 1.719 1.748 1.809 1.8684 TE111TE111 TM010TE111 TE112TE111 TM011TE111 TM012TE111 TE113TE111 TE211TE111 TM013TE111 TE212TE111 TE114TE111||||||||||||||||||||||||||||||||||||1.000 1.202 1.209 1.264 1.435 1.494 1.575 1.682 1.717 1.8195 TE111TE111 TE112TE111 TM010TE111 TM011TE111 TE113TE111 TM012TE111 TM013TE111 TE114TE111 TE211TE111 TE212TE111||||||||||||||||||||||||||||||||||||1.000 1.146 1.236 1.278 1.354 1.395 1.571 1.602 1.603 1.69810 TE111TE111 TE112TE111 TE113TE111 TE114TE111 TM010TE111 TE115TE111 TM011TE111 TM012TE111 TM013TE111 TE116TE111||||||||||||||||||||||||||||||||||||1.000 1.042 1.107 1.194 1.288 1.296 1.299 1.331 1.383 1.41120.2 - Attenuazione nelle avit�a risonanti - CoeÆiente di merito QNel paragrafo preedente abbiamo supposto la avit�a priva di perdite di qualunquetipo. Questo vuol dire he, una volta essata l'eitazione della avit�a, all'interno di essa20 - 6



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||pu�o essere sostenuto inde�nitamente un ampo elettromagnetio. Ci si avviina alla realt�aammettendo he la avit�a presenti delle deboli perdite (ohmihe sulle pareti, dielettrihenel mezzo he la riempie, di aoppiamento on l'esterno). In tal aso se si sopprimel'eitazione, la avit�a diventa sede di un ampo elettromagnetio he si attenuer�a neltempo.A ondizione he le perdite siano deboli, possiamo supporre a priori he le frequenze dirisonanza e le on�gurazioni dei ampi ompetenti ai diversi modi restino invariate rispettoal aso di avit�a ideale, ome del resto abbiamo supposto nello studio dell'attenuazionenelle guide d'onda.Supponiamo, in analogia on altri fenomeni della stessa natura, he lo smorzamento deiampi in funzione del tempo sia esponenziale ma lento rispetto al periodo delle osillazioni.Se indihiamo on hW (t)i l'energia, mediata in un periodo, immagazzinata all'internodella avit�a all'istante t, essa, in assenza di eitazione, si attenua seondo il fattore e�2�te si ridue al valore di 1=e del suo valore iniziale hW (0)i dopo un tempo � = 1=2�, ossia:hW (t)i = hW (0)ie�2�t (20:2:1)Dopo un tempo pari ad un periodo T , si ha:hW (t+ T )i = hW (0)ie�2�(t+ T ) = hW (t)ie�2�T (20:2:2)Nell'ipotesi 2�T � 1 si pu�o porre e�2�T ' 1� 2�T e la (20.2.2) diventa:hW (t+ T )i ' hW (t)i(1� 2�T ) (20:2:3)ossia: hW (t)i � hW (t+ T )i = 2�T hW (t)i (20:2:4)da ui: � = hW (t)i � hW (t+ T )i2T hW (t)i (20:2:5)La quantit�a hWpi = hW (t)i � hW (t+ T )i �e l'energia media dissipata in un periodo.La quantit�a hPpi = hWpiT = hW (t)i � hW (t+ T )iT �e la potenza, mediata in un periodo,dissipata all'interno del risuonatore.Si de�nise fattore di merito o di qualit�a Q di una avit�a risonante la quantit�a:Q = 2�Energia totale, mediata in un periodo, ontenuta all'interno del risuonatoreEnergia, mediata in un periodo, dissipata per periodo == 2� hW ihWpi == !Energia totale, mediata in un periodo, ontenuta all'interno del risuonatorePotenza, mediata in un periodo, dissipata all'interno del risuonatore == ! hW ihPpi (20:2:6)20 - 7



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||Ne segue: � = 2�2TQ = !2Q (20:2:7)Il oeÆiente di merito (o di qualit�a) Q di una avit�a risonante �e un numero (senzadimensioni) relativamente grande, dell'ordine di 104 o pi�u per una avit�a vuota. L'energiaimmagazzinata nella avit�a si attenua seondo il fattore e�(!=Q)t e si ridue al valore di1=e del suo valore iniziale dopo un tempo � = Q=!. I ampi si attenueranno seondo ilfattore e�(!=2Q)t.Ogni ausa di perdita di energia abbassa il fattore Q ed aumenta il oeÆiente diattenuazione. In generale si usa distinguere le diverse energie he ausano le perdite. Essesono: l'energia dissipata per e�etto Joule sulle pareti (W0), l'energia dissipata nel mezzodielettrio ontenuto all'interno della avit�a (Wd) e l'energia irradiata attraverso un foroverso l'esterno (Wex). L'energia totale perduta si pu�o, pertanto, srivere:hWpi = hW0i+ hWdi+ hWexi (20:2:8)Se inoltre le diverse perdite sono indipendenti si pu�o srivere, per la (20.2.6):1Q = 1Q0 + 1Qd + 1Qex (20:2:9)Si de�nise oeÆiente di qualit�a interno o proprio di una avit�a risonante la quantit�a:1Qpr = 1Q0 + 1Qd (20:2:10)Cos�i: 1Q = 1Qpr + 1Qex (20:2:11)20.3 - Curva di risposta di una avit�aUna avit�a ideale (senza perdite) ha uno spettro disreto di frequenze di risonanzamonoromatihe ossia �e ostituito da righe di risonanza di larghezza nulla. In realt�a leperdite allargano le suddette righe. Questo e�etto si mette in evidenza onsiderando leosillazioni smorzate ome sovrapposizione di una in�nit�a di osillazioni armonihe nonsmorzate. Supponiamo he il ampo elettromagnetio di un modo proprio (o risonante)�e istantaneamente reato all'interno della avit�a all'istante t = 0. Sriviamo, per unaomponente generia F�(t) del ampo elettrio o magnetio:F�(t) = ( 0 per t < 0A�e��� tei!� t per t � 0 (20:3:1)20 - 8



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||dove � india il modo onsiderato, di ui !� �e la pulsazione propria. Possiamo, allora,srivere: F�(t) = Z +1�1 F�(!)ei!td! (20:3:2)essendo F�(!) la trasformata (o l'integrale) di Fourier della funzione F�(t):F�(!) = 12� Z +10 �A�e���tei!� t� e�i!tdt = A�2� 1�� � i(!� � !) (20:3:3)
Dividendo numeratore e denominatore della (20.3.3) per !� , si ha:F�(!) = A�2� 1=!���!� + i! � !�!� (20:3:4)
Ponendo ! � !�!� = x� e, per la (20.2.7), ��!� = 12Q� , si ha:F�(!) = A�2� 1=!�12Q� + ix� = A�Q��!� 11 + i2Q�x� (20:3:5)

e, quindi: jF�(!)j = G�(!) = A�Q��!� 1p1 + (2Q�x�)2 (20:3:6)La funzione G�(!) esprime le ampiezze delle omponenti ontenute nello spettro delleosillazioni smorzate. Il suo quadrato esprime lo spettro in potenza delle osillazioni on-tenute in avit�a. Il gra�o di G2 in funzione di ! �e la urva di risposta in potenza dellaavit�a per il modo onsiderato. In �gura 20.3-1 �e traiata una urva di risposta di una20 - 9



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||avit�a eitata in un modo ui ompete un Q = 1000.Curva di risposta in potenza di una avit�a
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Dalla (20.3.6) si ha he:(G=Gmax)2 = 12 quando 1 + (2Q�x��)2 = 2 (20:3:7)ossia: 1 + 4Q2�x��2 = 2 =) x��2 = 14Q2� =) x�� = � 12Q� (20:3:8)Ne segue: ����!� � !�!� ���� = 12Q� (20:3:9)essendo !� la pulsazione del ampo alla quale orrisponde met�a potenza nella urva dirisposta.Se indihiamo on �!� la larghezza della urva a met�a altezza (FWHP ) ossia:�!� = 2j!� � !� j (20:3:10)si ha la ben nota relazione, utilissima per la misura del Q di una avit�a risonante:Q� = !��!� = f��f� (20.3.11)20 - 10



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||Essendo, di solito, il oeÆiente di qualit�a Q di una avit�a una quantit�a molto elevatale urve di risposta, iasuna delle quali individua un modo all'interno della avit�a, sonomolto strette e quindi ompletamente separate l'una dall'altra; questo i onsente di a�er-mare he in generale i modi sono indipendenti l'uno dall'altro ome nel aso delle avit�aideali. Ma se le perdite sono relativamente elevate o/e i modi sono troppo ravviinati infrequenza, le urve di risposta possono sovrapporsi parzialmente e questo omporta unaoppiamento fra i modi.20.4 - Espressione del oeÆiente Q0Per valutare il oeÆiente di qualit�a interno Q0 di una avit�a risonante dobbiamoappliare la formula (20.2.6) ed �e onveniente farlo nella sua seonda espressione. Daun lato dobbiamo alolare l'energia, mediata in un periodo, immagazzinata nella avit�a;dall'altro la potenza dissipata in perdite ohmihe.Per prima osa sriviamo le omponenti del ampo elettromagnetio all'interno dellaavit�a. Per questo applihiamo le formule (20.1.8), (20.1.10) e (20.1.11) per i modi TM ele formule (20.1.22), (20.1.23) e (20.1.24) per i modi TE.
Modi TM : 8>>>>>>>><>>>>>>>>:

~Et = �r�l Ch2 sin r�zl ~r�Ez = C os r�zl �~Ht = �i �!h2 bz � C os r�zl ~r�Hz = 0 (20:4:1)

Modi TE :
8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:
~Et = �!Ch2 sin r�zl bz � ~r Ez = 0~Ht = �i r�l Ch2 os r�zl ~r Hz = �iC sin r�zl  (20:4:2)

Cavit�a rettangolari 20 - 11



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||
............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
......................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................................................................................................
....................................................................
........

..........................

..
..........................
...
..........................
..
..........................
...
..........................
..
..........................
...
..........................
..
..........................
...
..........................
..
..........................
...
..........................
..
..........................
...
..........................
..
..........................
...
..........................
..
..........................
...
..........................
..
..........................
...
..........................
..
..........................
...
..........................
..
..........................
...
..........................
..
..........................
...
..........................
..
..........................
...
..........................
..
..........................
...
..........................
..
..........................
...
..........................
..
..........................
...
..........................
..
..........................
...
..........................
..
..........................
...
..........................
..
..........................
...
..........................
..
..........................
...
..........................
..
..........................
...
..........................
..
..........................
...
..........................
..
..........................
...
..........................
..
..........................
...
..........................
..
..........................
...
..........................
..
..........................
...
..........................
..
..........................
...
..........................
..
..........................
...
..........................
..
..........................
...
..........................
..
..........................
...
..........................
..
..........................
...
..........................
..
..........................
...
..........................
..
..........................
...
..........................
..
..........................
...
..........................
..
..........................
...
..........................
..
..........................
...
..........................
..
..........................
...
..........................
..
..........................
...
..........................
..
..........................
...
..........................
..
..........................
...
..........................
..
..........................
...
..........................
..
..........................
.............................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..
..........................
..

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
.............................................................................................. ...................... x

.................................................................................................................... y

...................................................................................................................z ......................
...................... .......................................................................................................................................

.............................................................b ...................... ........................................................................................................................................................... ............................................................................................................... ......................a
.......................................................................................................................................................................... ................................................................................................................................................................................................ l

In questo aso, dalla teoria delle guide d'onda, risulta:8><>:� = sin p�xa sin q�yb Modo TM = os p�xa os q�yb Modo TE (20:4:3)Pertanto:
Modi TM : 8>>>>>>>><>>>>>>>>:

~Et = �r�l Ch2 sin r�zl �bxp�a os p�xa sin q�yb + by q�b sin p�xa os q�yb �Ez = C os r�zl sin p�xa sin q�yb~Ht = �i �!h2C os r�zl �by p�a os p�xa sin q�yb � bxq�b sin p�xa os q�yb �Hz = 0 (20:4:4)
Modi TE :

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:
~Et = �!Ch2 sin r�zl ��by p�a sin p�xa os q�yb + bxq�b os p�xa sin q�yb �Ez = 0~Ht = �i r�l Ch2 os r�zl ��bxp�a sin p�xa os q�yb � by q�b os p�xa sin q�yb �Hz = �iC sin r�zl os p�xa os q�yb (20:4:5)20 - 12



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||ossia:
Modi TM :

8>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>:
Ex = ��2h2 pral C os p�xa sin q�yb sin r�zlEy = ��2h2 qrbl C sin p�xa os q�yb sin r�zlEz = C sin p�xa sin q�yb os r�zlHx = i �!h2 q�b C sin p�xa os q�yb os r�zlHy = �i �!h2 p�a C os p�xa sin q�yb os r�zlHz = 0

(20:4:6)
Dall'esame delle omponenti (20.4.6) si vede he non possono esistere modi (0,0,0),(0,0,1), (0,1,0), (1,0,0), (1,0,1), (0,1,1). Il modo di ordine minimo �siamente possibile �e ilmodo (1,1,0) di ui la frequenza aratteristia �e:f110 = 2r 1a2 + 1b2

Modi TE :
8>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
Ex = �!h2 q�b C os p�xa sin q�yb sin r�zlEy = ��!h2 p�a C sin p�xa os q�yb sin r�zlEz = 0Hx = i�2h2 pral C sin p�xa os q�yb os r�zlHy = i�2h2 qrbl C os p�xa sin q�yb os r�zlHz = �iC os p�xa os q�yb sin r�zl

(20:4:7)
In questo aso i modi inferiori sono i modi (0,1,1) e (1,0,1).
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||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||Cavit�a irolari

.........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
..........................................................................................................................................................................................................................................................................

..............................................................................................................................

..............................................................................................................................

........................................................................................................

..............................................................................................................................

..............................................................................................................................

........................................................................................................

............................................................................................................................. ....................................................................

....................................................................

................................................................................................................

.................................................................................................................................................................. z

.............................................................................................. ...................... y...................................................................................................................x......................

......................
.............................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................
...............................................................................
l

.................................................................................................. ............................................................................ ......................a

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

......................

..........................

..........................

..................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
In questo aso, dalla teoria delle guide d'onda, risulta:8>><>>:� = CnJn �xn��a � osn� Modo TM = CnJn �x 0n��a � osn� Modo TE (20:4:8)Pertanto:

Modi TM : 8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:
~Et = �r�l Cnh2 sin r�zl �be�xn�a J 0n �xn��a � osn�� be�n�Jn �xn��a � sinn��Ez = Cn os r�zl Jn �xn��a � osn�~Ht = �i �!h2Cn os r�zl �be�xn�a J 0n �xn��a � osn�+ be�n�Jn �xn��a � sinn��Hz = 0 (20:4:9)20 - 14



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||
Modi TE :

8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:
~Et = �!Cnh2 sin r�zl �be�x 0n�a J 0n �x 0n��a � osn�+ be�n�Jn �x 0n��a � sinn��Ez = 0~Ht = �i r�l Cnh2 os r�zl �be� x 0n�a J 0n �x 0n��a �osn�� be�n�Jn �x 0n��a �sinn��Hz = �i sin r�zl CnJn �x 0n��a � osn� (20:4:10)ossia:

Modi TM :
8>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>:
E� = �xn�a rl �h2CnJ 0n �xn��a � osn� sin r�zlE� = n� rl �h2CnJn �xn��a � sinn� sin r�zlEz = CnJn �xn��a � osn� os r�zlH� = �i �!h2 n�CnJn �xn��a � sinn� os r�zlH� = �i �!h2 xn�a CnJ 0n �xn��a � osn� os r�zlHz = 0

(20:4:11)
Da queste espressioni si vede he, in questo aso, r pu�o essere nullo, io�e pu�o esistere unampo elettrio ompletamente assiale e, quindi, on frequenza di risonanza indipendentedalla lunghezza del risuonatore. Il modo fondamentale �e quello ompetente alla terna(0,1,0).

Modi TE :
8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

E� = �!h2 n�CnJn �x 0n��a � sinn� sin r�zlE� = �!h2 x 0n�a CnJ 0n �x 0n��a � osn� sin r�zlEz = 0H� = �i rl �h2 x 0n�a CnJ 0n�x 0n��a � osn� os r�zlH� = i rl �h2 n�CnJn �x 0n��a � sinn� os r�zlHz = �iCnJn �x 0n��a � osn� sin r�zl
(20:4:12)
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||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||In questo aso fra i modi de�niti dalla terna (n,�,r) non esistono quelli per ui r = 0.Il modo fondamentale �e quello ompetente alla terna (1,1,1); la orrispondente frequenzapu�o essere minore o maggiore di quella del modo fondamentale TM010 a seonda dei valorirelativi di a e di l.Energia elettromagnetiaIndiando on hWei e on hWmi l'energia, mediata in un periodo, immagazzinata nelrisuonatore di tipo elettrio e di tipo magnetio rispettivamente, si ha:hWei = 14 ZV �jEj2d3r (20:4:13)hWmi = 14 ZV �jHj2d3r (20:4:14)Consideriamo il teorema di Poynting per ampi armonii nel tempo, (vedi Appunti diCampi elettromagnetii): ~r � ~S = �hQi+ 2i!(hwmi � hwei) (20:4:15)Nel aso di una avit�a ideale (ompletamente hiusa, priva di perdite e non ontenentesorgenti di energia) he osilla in un modo risonante, i due primi termini dell'equazione(20.4.15) sono nulli e quindi l'ultimo termine risulta nullo omportando l'importante risul-tato: hWei = hWmi (20:4:16)ossia: in una avit�a ideale, le energie mediate in un periodo, elettria e mag-netia, immagazzinata in iasun modo risonante, sono eguali.Conseguentemente l'energia totale elettromagnetia immagazzinata nella avit�a �e:hW i = 2hWei = 2hWmi (20:4:17)Per quanto riguarda i valori istantanei delle energie, si ha:We(t) = 12� ZV ���< h~E(~r)ei!ti���2 d3r = 2hWei os2 !t (20:4:18)Wm(t) = 12� ZV ���< h ~H(~r)ei!ti���2 d3r = 2hWmi sin2 !t (20:4:19)Ne segue: W (t) = We(t) +Wm(t) = hW i (20:4:20)ossia: in una avit�a ideale, l'energia elettromagnetia istantanea totale �e o-stante ed eguale al valore, mediato in un periodo, dell'energia immagazzinatatotale. 20 - 16



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||Dalle equazioni (20.4.18) e (20.4.19) si dedue he, se ad un erto istante l'energia �etotalmente elettria, un quarto di periodo dopo sar�a totalmente magnetia.Potenza dissipata in un periodoIl alolo della potenza dissipata per e�etto Joule implia la onosenza della resistenzasuper�iale delle pareti metallihe della avit�a (19.1.15):Rs = 1�pÆp (20:4:21)essendo: Æp =s 2�p�p! (20:4:22)la profondit�a di penetrazione nelle pareti di onduibilit�a �p e di permeabilit�a magnetia�p. Si ha, allora: hPpi = 12 Z�p Rs ~Js � ~J�s d�p = 12 Z�p Rs ~H � ~H�d�p (20:4:23)in quanto ~Js = bn � ~H essendo ~H il ampo magnetio assoiato al modo onsiderato inassenza di perdite.Conseguentemente: Q0 = ! 12 ZV � ~H � ~H�d3r12 Z�p Rs ~H � ~H�d�p (20:4:24)essendo � la permeabilit�a del mezzo he riempie la avit�a e �p la super�ie he rahiudela avit�a.Se la avit�a �e interamente riempita di un solo dielettrio e le sue pareti sono ostituitedi un solo metallo, la (20.4.24) si pu�o srivere:Q0 = 2K ��p V�pÆp (20:4:25)essendo: K = 1V ZV ~H � ~H�d3r1�p Z�p ~H � ~H�d�p (20:4:26)essendo V�p il rapporto fra il volume della avit�a e la super�ie he la rahiude; esso �emassimo per una avit�a sferia. 20 - 17



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||K �e un numero adimensionato, dipende dalla forma geometria della avit�a e dalmodo, resta generalmente viino all'unit�a per i modi di indie basso. Poih�eabitualmente �p ' � ' �0, si dedue he il oeÆiente di qualit�a Q0 della avit�a vuotae non aoppiata �e generalmente dell'ordine di V=�pÆp, ossia dell'ordine del rapportofra il volume della avit�a ed il volume delle pareti metallihe he ontienepratiamente tutta la orrente.
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||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||20.5 - Determinazione delle espressioni del oeÆiente di qualit�a Q0 diavit�a risonanti di forma rettangolare.Sriviamo i ampi relativi ad una avit�a risonante eitata nel modo TM dati dalleformule (20.4.6). Cavit�a rettangolari: modi TM
Modi TM : 8>>>><>>>>:Hx = i �!h2pq q�b C sin p�xa os q�yb os r�zlHy = �i �!h2pq p�a C os p�xa sin q�yb os r�zlHz = 0 (20:5:1)

essendo h2pq = p2�2a2 +q2�2b2 l'autovalore del modo guidato in una guida rettangolare eitatanel modo TM .Si ha:~H � ~H� = �2!2h4pq C2 �q2�2b2 sin2 p�xa os2 q�yb os2 r�zl + p2�2a2 os2 p�xa sin2 q�yb os2 r�zl �(20:5:2)ZV ~H � ~H�d3r = �2!2h4pq C2 Z a0 Z b0 Z l0 �q2�2b2 sin2 p�xa os2 q�yb os2 r�zl � dxdydz++ �2!2h4pq C2 Z a0 Z b0 Z l0 �p2�2a2 os2 p�xa sin2 q�yb os2 r�zl � dxdydz == �2!2h4pq C2 "q2�2b2 Z a0 sin2 p�xa dx Z b0 os2 q�yb dy Z l0 os2 r�zl dz#++ �2!2h4pq C2 "p2�2a2 Z a0 os2 p�xa dx Z b0 sin2 q�yb dy Z l0 os2 r�zl dz#(20:5:3)Tenendo onto he:Z a0 sin2 p�xa dx = Z a0 12 �1� os 2p�xa � dx = ( 12a se p 6= 00 se p = 0 (20:5:4)Z a0 os2 p�xa dx = Z a0 12 �1 + os 2p�xa � dx = ( 12a se p 6= 0a se p = 0 (20:5:5)Z b0 sin2 q�yb dy = Z b0 12 �1� os 2q�yb � dy = ( 12b se q 6= 00 se q = 0 (20:5:6)20 - 19



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||Z b0 os2 q�yb dy = Z b0 12 �1 + os 2q�yb � dy = ( 12b se q 6= 0b se q = 0 (20:5:7)Z l0 sin2 r�zl dz = Z l0 12 �1� os 2r�zl � dz = ( 12 l se r 6= 00 se r = 0 (20:5:8)Z l0 os2 r�zl dz = Z l0 12 �1 + os 2r�zl � dz = ( 12 l se r 6= 0l se r = 0 (20:5:9)ZV ~H � ~H�d3r = �2!2h4pq C2 abl8 �p2�2a2 + q2�2b2 � = �2!2h2pq C2 abl8 (p 6= 0; q 6= 0) (20:5:10)Per il alolo dell'integrale di super�ie, si ha:Z�p ~H � ~H�d2r = Z a0 Z b0 � ~H � ~H��(z=0) dxdy + Z a0 Z b0 � ~H � ~H��(z=l) dxdy++ Z b0 Z l0 � ~H � ~H��(x=0) dydz + Z b0 Z l0 � ~H � ~H��(x=a) dydz++ Z a0 Z l0 � ~H � ~H��(y=0) dxdz + Z a0 Z l0 � ~H � ~H��(y=b) dxdz (20:5:11)
Sostituendo l'equazione (20.5.2) nella (20.5.11), si ottiene:Z�p~H � ~H�d2r=2�2!2h4pq C2"Z a0 Z b0�q2�2b2 sin2 p�xa os2 q�yb + p2�2a2 os2 p�xa sin2 q�yb �dxdy++ Z b0 Z l0 �p2�2a2 sin2 q�yb os2 r�zl � dydz + Z a0 Z l0 �q2�2b2 sin2 p�xa os2 r�zl � dxdz# == 2 �2!2h4pq C2 ��p2�2a2 + q2�2b2 � ab4 + p2�2a2 bl4 + q2�2b2 al4 � == 2 �2!2h4pq C2�24 �p2a2 b(a+ l) + q2b2 a(b+ l)� (20:5:12)Il fattore K dato dalla formula (20.4.26) �e:K = 1V ZV ~H � ~H�d3r1�p Z�p ~H � ~H�d�p = 1abl �2!2h2pq C2 abl812(ab+ al+ bl)2�2!2h4pq C2�24 �p2a2 b(a+ l) + q2b2 a(b+ l)� =

= h2pq 1812(ab+ al+ bl) �22 �p2a2 b(a+ l) + q2b2 a(b+ l)�= 12 �p2a2 + q2b2�1ab+ al+ bl �p2a2 b(a+ l) + q2b2 a(b+ l)�(20:5:13)20 - 20



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||Il fattore di qualit�a Q0 dato dalla formula (20.4.25) �e:Q0 = 2K ��p V�pÆp (20:5:14)
Q0=2 ��p V�pÆp 12 �p2a2 + q2b2�1ab+ al+ bl �p2a2 b(a+ l) + q2b2 a(b+ l)�= ��p ablÆp 12 �p2a2 + q2b2��p2a2 b(a+ l) + q2b2 a(b+ l)�(20:5:15)ossia dividendo numeratore e denominatore per abl:

Q0 = �p�r���p 12 �p2a2 + q2b2��p2a2 �1a + 1l �+ q2b2 �1b + 1l �� (20.5.16)
Sriviamo i ampi relativi ad una avit�a risonante eitata nel modo TE dati dalleformule (20.4.7). Cavit�a rettangolari: modi TE

Modi TE : 8>>>>>><>>>>>>:Hx = i �2h2pq pral C sin p�xa os q�yb os r�zlHy = i �2h2pq qrbl C os p�xa sin q�yb os r�zlHz = �iC os p�xa os q�yb sin r�zl (20:5:17)
essendo h2pq = p2�2a2 +q2�2b2 l'autovalore del modo guidato in una guida rettangolare eitatanel modo TE.Si ha:~H � ~H�= �2h4pq r2l2 C2�p2�2a2 sin2 p�xa os2 q�yb os2 r�zl + q2�2b2 os2 p�xa sin2 q�yb os2 r�zl �++C2 os2 p�xa os2 q�yb sin2 r�zl (20:5:18)20 - 21



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||ZV ~H � ~H�d3r = �2h4pq r2l2 C2 Z a0 Z b0 Z l0 �p2�2a2 sin2 p�xa os2 q�yb os2 r�zl � dxdydz++ �2h4pq r2l2 C2 Z a0 Z b0 Z l0 �q2�2a2 os2 p�xa sin2 q�yb os2 r�zl � dxdydz++ C2 Z a0 Z b0 Z l0 os2 p�xa os2 q�yb sin2 r�zl dxdydz == �2h4pq r2l2 C2 "p2�2a2 Z a0 sin2 p�xa dx Z b0 os2 q�yb dy Z l0 os2 r�zl dz#++ �2h4pq r2l2 C2 "q2�2a2 Z a0 os2 p�xa dx Z b0 sin2 q�yb dy Z l0 os2 r�zl dz#++ C2 Z a0 os2 p�xa dx Z b0 os2 q�yb dy Z l0 sin2 r�zl dz (20:5:19)Tenendo onto delle (20.5.4)�(20.5.9), risulta:ZV~H� ~H�d3r = �2h4pq r2l2 C2 abl8 �p2�2a2 + q2�2b2 �+C2 abl8 =C2 abl8 �1 + �2h2pq r2l2 � (p 6= 0; q 6= 0)(20:5:20)Per il alolo dell'integrale di super�ie, si ha:Z�p ~H � ~H�d2r = Z a0 Z b0 � ~H � ~H��(z=0) dxdy + Z a0 Z b0 � ~H � ~H��(z=l) dxdy++ Z b0 Z l0 � ~H � ~H��(x=0) dydz + Z b0 Z l0 � ~H � ~H��(x=a) dydz++ Z a0 Z l0 � ~H � ~H��(y=0) dxdz + Z a0 Z l0 � ~H � ~H��(y=b) dxdz (20:5:21)
Sostituendo l'equazione (20.5.18) nella (20.5.21), si ottiene:Z�p~H � ~H�d2r=2 �2h4pq r2l2 C2"Z a0 Z b0�p2�2a2 sin2 p�xa os2 q�yb + q2�2b2 os2 p�xa sin2 q�yb �dxdy++ Z b0 Z l0 �q2�2b2 sin2 q�yb os2 r�zl � dydz + Z a0 Z l0 �p2�2a2 sin2 p�xa os2 r�zl � dxdz#++ 2C2 Z b0 Z l0os2 q�yb sin2 r�zl dydz + 2C2 Z a0 Z l0os2 p�xa sin2 r�zl dxdz == 2 �2h4pq r2l2 C2 ��p2�2a2 + q2�2b2 � ab4 + q2�2b2 bl4 + p2�2a2 al4 �+ 2C2 bl4 + 2C2 al4 == 2 �2h4pq r2l2 C2�24 �p2a2 a(b+ l) + q2b2 b(a+ l)�+ 2C2 14 (al+ bl) (20:5:22)20 - 22



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||Pertanto il fattore K �e:K = 1V ZV ~H � ~H�d3r1�p Z�p ~H � ~H�d�p =
= 1ablC2 abl8 �1 + �2h2pq r2l2 �12(ab+ al+ bl) �2 �2h4pq r2l2 C2�24 �p2a2 a(b+ l) + q2b2 b(a+ l)�+ 2C2 14 (al+ bl)�(20:5:23)Quindi:Q0 = 2 ��p 1Æp C2 abl8 �1 + �2h2pq r2l2 ��2 �2h4pq r2l2 C2�24 �p2a2 a(b+ l) + q2b2 b(a+ l)�+ 2C2 14 (al+ bl)� (20:5:24)ossia dividendo numeratore e denominatore per abl:
Q0 = �p�r���p 12 �1 + �2h2pq r2l2 �� �2h4pq r2l2 �2 �p2a2 �1l + 1b�+ q2b2 �1l + 1a��+ �1a + 1b�� (20.5.25)

20.6 - Determinazione delle espressioni del oeÆiente di qualit�a Q0 di avit�arisonanti di forma ilindria irolare.Sriviamo i ampi relativi ad una avit�a risonante ilindria irolare eitata nel modoTM dati dalle formule (20.4.11).Cavit�a irolari: modi TM
Modi TM : 8>>>><>>>>:H� = �i �!h2n� n�CnJn (hn��) sinn� os r�zlH� = �i �!hn� CnJ 0n (hn��) osn� os r�zlHz = 0 (20:6:1)essendo hn� = xn�a l'autovalore del modo guidato in una guida irolare eitata nel modoTM, a il raggio della avit�a e xn� la radie � � esima della funzione di Bessel di ordine n.20 - 23



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||Si ha:~H � ~H� = �2!2h4n� n2�2C2nJ2n (hn��) sin2 n� os2 r�zl + �2!2h2n� C2nJ 02n (hn��) os2 n� os2 r�zl(20:6:2)ZV~H� ~H�d3r=ZV~H� ~H��d�d�dz= �2!2h2n� C2nZ a0 n2h2n��2J2n (hn��) �d�Z 2�0 sin2 n�d�Z l0os2 r�zl dz++ �2!2h2n� C2n Z a0 J 02n (hn��) �d� Z 2�0 os2 n�d� Z l0 os2 r�zl dz (20:6:3)Tenendo onto della (20.5.9) e he:Z 2�0 sin2 n�d� = Z 2�0 1� os 2n�2 d� = � = Z 2�0 os2n�d� (20:6:4)l'equazione (20.6.3) diventa:ZV ~H � ~H�d3r = �2!2h2n� � 12 lC2n�Z a0 �J 02n (hn��) + n2h2n��2J2n (hn��)� �d�� == �2!2h2n� � 12 lC2n�Z a0 �J 02n (hn��)� 2 nhn��J 0n (hn��)Jn (hn��) ++ n2h2n��2J2n (hn��) + 2 nhn��J 0n (hn��) Jn (hn��)� �d�� (20:6:5)
avendo aggiunto e sottratto la quantit�a 2 nhn��J 0n (hn��) Jn (hn��) nel terzo membro della(20.6.5). Ne segue:ZV ~H � ~H�d3r = �2!2h2n� � 12 lC2n(Z a0 �J 0n (hn��)� nhn��Jn (hn��)�2 �d�++ nhn�Z a02J 0n (hn��)Jn (hn��) d��=�2!2h2n� � 12 lC2n(Z a0 �J 0n (hn��)� nhn��Jn (hn��)�2�d�++ nh2n� Z J2n(hn�a)J2n(0) d �J2n (hn��)�) (20:6:6)Tenendo onto he J2n (hn�a) = 0 qualunque sia n, l'ultimo integrale della (20.6.6) sipu�o srivere: Z J2n(hn�a)J2n(0) d �J2n (hn��)� = �J2n (0) (20:6:7)he �e ertamente nullo per n 6= 0. Pertanto l'ultimo termine della (20.6.6) �e sempre nulloqualunque sia n. 20 - 24



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||L'equazione (20.6.6) diventa, quindi:ZV ~H � ~H�d3r = �2!2h2n� � 12 lC2n Z a0 �J 0n (hn��)� nhn��Jn (hn��)�2 �d� (20:6:8)Riordando l'espressione riorrente per le funzioni di Bessel:xJn 0(x) = nJn(x)� xJn+1(x) (20:6:9)si ha: Jn 0 (hn��)� nhn��Jn (hn��) = �Jn+1 (hn��) (20:6:10)Pertanto l'equazione (20.6.8) diventa:ZV ~H � ~H�d3r = �2!2h2n� � 12 lC2n Z a0 J2n+1 (hn��) �d� (20:6:11)he si risolve on la formula di Lommel:Z a0 xJ2n(kx)dx = 12a2 �J 02n (ka) + �1� n2k2a2� J2n(ka)� (20:6:12)In de�nitiva si ha:ZV ~H � ~H�d3r = �2!2h2n� � 12 lC2n 12a2 �J 02n+1(hn�a) + �1� (n+ 1)2h2n�a2 � J2n+1(hn�a)� (20:6:13)Dalla nota relazione sulle funzioni ilindrihe si ha:Jn+1(x) = �J 0n(x) + nxJn(x) (20:6:14)Derivando rispetto a x entrambi i membri dell'equazione (20.6.14) otteniamo:J 0n+1(x) = �J 00n(x) + nxJ 0n(x)� nx2Jn(x) (20:6:15)Dall'equazione di�erenziale di Bessel:J 00n(x) + 1xJ 0n(x) + �1� n2x2� Jn(x) = 0 (20:6:16)segue: J 00n(x) = � 1xJ 0n(x)� �1� n2x2� Jn(x) (20:6:17)he sostituita nella (20.6.15) omporta:J 0n+1(x) = +1xJ 0n(x) + �1� n2x2� Jn(x) + nxJ 0n(x)� nx2Jn(x) (20:6:18)20 - 25



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||Ora, per x = hn�a risulta Jn(hn�a) = 0; pertanto le equazioni (20.6.14) e (20.6.18)diventano: Jn+1(hn�a) = �J 0n(hn�a) (20:6:19)J 0n+1(hn�a) = + 1hn�aJ 0n(hn�a) + nhn�aJ 0n(hn�a) (20:6:20)Sostituendo la (20.6.19) e la (20.6.20) nella (20.6.13), quest'ultima diventa:ZV ~H � ~H�d3r = �2!2h2n� � 12 lC2n 12a2 "�n+ 1hn�a �2J 02n (hn�a)+�1� (n+ 1)2h2n�a2 �J 02n (hn�a)#(20:6:21)ossia: ZV ~H � ~H�d3r = �2!2h2n� � 12 lC2n 12a2J 02n (hn�a) per r 6= 0 (20:6:22)ZV ~H � ~H�d3r = �2!2h2n� �lC2n 12a2J 02n (hn�a) per r = 0 (20:6:23)Per il alolo dell'integrale di super�ie, si ha:Z�p ~H � ~H�d2r = Z 2�0 Z a0 � ~H � ~H��(z=0) �d�d�+ Z 2�0 Z a0 � ~H � ~H��(z=l) �d�d�++ Z 2�0 Z l0 � ~H � ~H��(�=a) ad�dz (20:6:24)Sostituendo l'espressione (20.6.2) nella (20.6.24), si ha:Z�p ~H � ~H�d2r = 2�2!2h4n� C2n Z 2�0 Z a0 n2�2 J2n (hn��) �sin2 n�� �d�d�++ 2�2!2h2n� C2n Z 2�0 Z a0 J 02n (hn��) �os2 n�� �d�d�++ �2!2h4n� n2a2C2n Z 2�0 Z l0 J2n (hn�a) �sin2 n�� �os2 r�zl � ad�dz++ �2!2h2n� C2n Z 2�0 Z l0 J 02n (hn�a) �os2 n�� �os2 r�zl � ad�dz
(20:6:25)

Per la (20.5.9) e la (20.6.4), tenendo onto he J2n (hn�a) = 0, la (20.6.25) si srive:Z�p ~H � ~H�d2r = 2�2!2h4n� C2n� Z a0 n2�2 J2n (hn��) �d�++ 2�2!2h2n� C2n� Z a0 J 02n (hn��) �d�+ �2!2h2n� C2n�a12 lJ 02n (hn�a) (20:6:26)20 - 26



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||ossia:Z�p~H � ~H�d2r = 2�2!2h2n� C2n� Z a0 �J 02n (hn��) + n2h2n��2 J2n (hn��)� �d�+ �2!2h2n� C2n�a12 lJ 02n (hn�a)(20:6:27)L'integrale al seondo membro �e identio a quello della (20.6.5). Per ui risulta:Z�p ~H � ~H�d2r = 2�2!2h2n� �C2n 12a2 �J 02n+1(hn�a) + �1� (n+ 1)2h2n�a2 � J2n+1(hn�a)�++ �2!2h2n� C2n�a12 lJ 02n (hn�a) (20:6:28)he per la (20.6.19) e la (20.6.20) diventa:Z�p ~H � ~H�d2r = 2�2!2h2n� �C2n 12a2J 02n (hn�a) + �2!2h2n� C2n�a12 lJ 02n (hn�a) (20:6:29)ossia: Z�p ~H � ~H�d2r = �2!2h2n� �C2n �a2 + a12 l�J 02n (hn�a) per r 6= 0 (20:6:30)Z�p ~H � ~H�d2r = �2!2h2n� �C2n �a2 + al�J 02n (hn�a) per r = 0 (20:6:31)Pertanto il fattore K �e:K = 1V ZV ~H � ~H�d3r1�p Z�p ~H � ~H�d�p =
= 1�a2l �2!2h2n� � 12 lC2n 12a2J 02n (hn�a)12�a2 + 2�al �2!2h2n� �C2n�a2 + a12 l�J 02n (hn�a) == 1�a2l l14a212�a2 + 2�al �a2 + a12 l�

(20:6:32)
Quindi: Q0 = ��p 1Æp l12a2�a2 + a12 l� per r 6= 0 (20:6:33)20 - 27



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||Q0 = ��p 1Æp la2fa2 + alg per r = 0 (20:6:34)Dividendo numeratore e denominatore della (20.6.33) per l12a2, si ha:Q0 = �p�r���p 1�2l + 1a� per r 6= 0 (20.6.35)
Dividendo numeratore e denominatore della (20.6.34) per la2, si ha:Q0 = �p�r���p 1�1l + 1a� per r = 0 (20.6.36)
Sriviamo i ampi relativi ad una avit�a risonante ilindria irolare eitata nel modoTE dati dalle formule (20.4.12).Cavit�a irolari: modi TE

Modi TE : 8>>>>><>>>>>:H� = �i rl �hn� CnJ 0n (hn��) osn� os r�zlH� = i rl �h2n� n�CnJn (hn��) sinn� os r�zlHz = �iCnJn (hn��) osn� sin r�zl (20:6:37)
essendo hn� = x 0n�a , l'autovalore del modo guidato in una guida irolare eitata nel modoTE, a il raggio della avit�a e x 0n� la radie � � esima della derivata prima della funzionedi Bessel di ordine n.Si ha:~H � ~H� = r2l2 �2h2n� C2nJ 02n (hn��) os2 n� os2 r�zl ++ r2l2 �2h4n� n2�2C2nJ2n (hn��) sin2 n� os2 r�zl + C2nJ2n (hn��) os2 n� sin2 r�zl (20:6:38)20 - 28



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||ZV ~H � ~H�d3r = ZV ~H � ~H��d�d�dz == r2l2 �2h2n� C2n Z a0 J 02n (hn�) �d� Z 2�0 os2 n�d� Z l0 os2 r�zl dz++ r2l2 �2h2n� C2n Z a0 n2h2n��2J2n (hn��) �d� Z 2�0 sin2 n�d� Z l0 os2 r�zl dz++ C2n Z a0 J2n (hn��) �d� Z 2�0 os2 n�d� Z l0 sin2 r�zl dz (20:6:39)Tenendo onto della (20.5.8), della (20.5.9) e della (20.6.4) si ha:ZV ~H � ~H�d3r = r2l2 �2h2n� C2n� 12 l Z a0 J 02n (hn�) �d�++ r2l2 �2h2n� C2n� 12 l Z a0 n2h2n��2 J2n (hn��) �d�+ C2n� 12 l Z a0 J2n (hn��) �d� (20:6:40)ZV~H � ~H�d3r = r2l2 �2h2n� C2n� 12 l Z a0 �J 02n (hn��) + n2h2n��2J2n (hn��)� �d�++ C2n� 12 l Z a0 J2n (hn��) �d� (20:6:41)Il primo integrale del seondo membro �e stato alolato per i modi TM , mentre il seondointegrale �e l'integrale di Lommel.Quindi:ZV~H � ~H�d3r = r2l2 �2h2n� C2n� 12 l12a2�J 02n+1 (hn�a) + �1� (n+ 1)2h2n�a2 � J2n+1 (hn�a)�++ r2l2 �2h2n� C2n� 12 l nh2n� J2n (hn�a) + C2n� 12 l12a2 �J 02n (hn�a) + �1� n2h2n�a2� J2n (hn�a)�(20:6:42)Poih�e per i modi TE risulta: J 0n (hn�a) = 0, l'equazione (20.6.42) diventa:ZV~H � ~H�d3r = r2l2 �2h2n� C2n� 12 l12a2�J 02n+1 (hn�a) + �1� (n+ 1)2h2n�a2 �J2n+1 (hn�a)�++ r2l2 �2h2n� C2n� 12 l nh2n� J2n (hn�a) + C2n� 12 l12a2 ��1� n2h2n�a2� J2n (hn�a)� (20:6:43)Analogamente poih�e per i modi TE per x = hn�a risulta J 0n(hn�a) = 0, le equazioni(20.6.19) e (20.6.20) assumono la forma:Jn+1(hn�a) = nhn�aJn(hn�a) (20:6:44)J 0n+1(hn�a) = �1� n2h2n�a2� Jn(hn�a)� nh2n�a2 Jn(hn�a) (20:6:45)20 - 29



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||Sostituendo la (20.6.44) e la (20.6.45) nella (20.6.43), quest'ultima diventa:ZV~H � ~H�d3r = r2l2 �2h2n� C2n� 12 l12a2(�1� n(n+ 1)h2n�a2 �2 J2n(hn�a) ++ �1� (n+ 1)2h2n�a2 � n2h2n�a2J2n(hn�a)�+ r2l2 �2h2n� C2n� 12 l nh2n� J2n (hn�a)++ C2n� 12 l12a2 ��1� n2h2n�a2� J2n (hn�a)� (20:6:46)
ossia: ZV~H � ~H�d3r = r2l2 �2h2n� C2n� 12 l12a2��1� n(n+ 2)h2n�a2 �+ 2a2 nh2n�� J2n(hn�a)++ C2n� 12 l12a2�1� n2h2n�a2� J2n (hn�a) == C2n� 12 l12a2�r2l2 �2h2n� �1� n(n+ 2)h2n�a2 + 2a2 nh2n� �+ �1� n2h2n�a2��J2n (hn�a) == C2n� 12 l 12h2n� a2��r2�2l2 + h2n���1� n2h2n�a2��J2n (hn�a) (20:6:47)Per il alolo dell'integrale di super�ie, si ha:Z�p ~H � ~H�d2r = Z 2�0 Z a0 � ~H � ~H��(z=0) �d�d�+ Z 2�0 Z a0 � ~H � ~H��(z=l) �d�d�++ Z 2�0 Z l0 � ~H � ~H��(�=a) ad�dz (20:6:48)Sostituendo l'espressione (20.6.38) nella (20.6.48), si ha:Z�p ~H � ~H�d2r = 2r2l2 �2h2n� C2n Z 2�0 Z a0 J 02n (hn��) os2 n��d�d�++ 2r2l2 �2h2n� C2n Z 2�0 Z a0 n2h2n��2 J2n (hn��) sin2 n��d�d�++ r2l2 �2h2n� C2n Z 2�0 Z l0 J 02n (x 0n�) os2 n� os2 r�zl ad�dz++ r2l2 �2h2n� C2n Z 2�0 Z l0 n2h2n�a2J2n (x 0n�) sin2 n� os2 r�zl ad�dz++ C2n Z 2�0 Z l0 J2n (x 0n�) os2 n� sin2 r�zl ad�dz

(20:6:49)
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||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||Per la (20.5.9) e la (20.6.4), tenendo onto he J 0n (x 0n�)=0, la (20.6.45) si srive:Z�p ~H � ~H�d2r = 2r2l2 �2h2n� C2n� Z a0 J 02n (hn��) �d�++ 2r2l2 �2h2n� C2n� Z a0 n2h2n��2J2n (hn��) �d�+ r2l2 �2h4n� n2a2C2n� 12 lJ2n(x 0n�)a+ C2n� 12 lJ2n (x 0n�) a(20:6:50)ossia:Z�p ~H � ~H�d2r = 2r2l2 �2h2n� C2n� Z a0 �J 02n (hn��) + n2h2n��2J2n (hn��)� �d�++ r2l2 �2h4n� n2a2C2n� 12 lJ2n(x 0n�)a+ C2n� 12 lJ2n (x 0n�) a (20:6:51)Z�p ~H � ~H�d2r = 2r2l2 �2h2n� C2n� 12a2�J 02n+1 (hn�a) + �1� (n+ 1)2h2n�a2 �J2n+1 (hn�a)�++ r2l2 �2h4n� n2a2C2n� 12 lJ2n(x 0n�)a+ 2r2l2 �2h2n� C2n� nh2n� J2n (hn�a) + C2n� 12 lJ2n (x 0n�) a(20:6:52)he per la (20.6.44) e per la (20.6.45) diventa:Z�p ~H � ~H�d2r = 2r2l2 �2h2n� C2n� 12a2(�1� n(n+ 1)h2n�a2 �2 J2n(hn�a) ++ �1� (n+ 1)2h2n�a2 � n2h2n�a2J2n(hn�a) + 2a2 nh2n� J2n (hn�a)�+ r2l2 �2h4n� n2a2C2n� 12 lJ2n(x 0n�)a++ C2n� 12 lJ2n (x 0n�) a (20:6:53)he si pu�o srivere:Z�p ~H � ~H�d2r = r2l2 �2h2n� C2n�a2 �1� n(n+ 2)h2n�a2 + 2a2 nh2n� �J2n(hn�a)++ r2l2 �2h4n� n2a2C2n� 12 lJ2n(x 0n�)a+ C2n� 12 lJ2n (x 0n�) a (20:6:54)Z�p~H � ~H�d2r = C2n��r2l2 �2h2n� a2 �1� n(n+ 2)h2n�a2 + 2a2 nh2n� �+ r2l2 �2h4n� n2a2 a12 l + 12 la�J2n (x 0n�)(20:6:55)ossia: Z�p ~H � ~H�d2r = C2n��r2l2 �2a2h2n� � r2l2 �2n2a2h4n�a2 + r2l2 �2n2h4n�a2 12al + 12al�J2n (x 0n�)(20:6:56)20 - 31



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||Mettendo in evidenza la quantit�a al2h2n� , si ha:Z�p ~H � ~H�d2r = C2n� al2h2n� �2r2�2al3 � 2r2�2n2h2n� l3a + r2�2n2l2a2h2n� + h2n��J2n (x 0n�) (20:6:57)ossia:Z�p ~H � ~H�d2r = C2n� al2h2n� �h2n� + 2r2�2al3 + r2�2n2h2n�al2 �1a � 2l ��J2n (x 0n�) (20:6:58)Pertanto il fattore K �e:K = 1V ZV ~H � ~H�d3r1�p Z�p ~H � ~H�d�p =
= 1�a2lC2n� 12 l 12h2n� a2��r2�2l2 + h2n���1� n2h2n�a2��12�a2 + 2�alC2n� al2h2n� �h2n� + 2r2�2al3 + r2�2n2h2n�al2 �1a � 2l �� (20:6:59)

Pertanto il fattore di qualit�a Q0 �e:Q0 = 2 ��p 1Æp C2n� 12 l 12h2n� a2��r2�2l2 + h2n���1� n2h2n�a2��C2n� al2h2n� �h2n� + 2r2�2al3 + r2�2n2h2n�al2 �1a � 2l �� (20:6:60)ossia: Q0 = 2 ��p 1Æp 12a��r2�2l2 + h2n���1� n2h2n�a2���h2n� + 2r2�2al3 + r2�2n2h2n�al2 �1a � 2l �� (20:6:61)
Q0 = 2�p�r���p 12a��r2�2l2 + h2n���1� n2h2n�a2���h2n� + 2r2�2al3 + r2�2n2h2n�al2 �1a � 2l �� (20.6.62)
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||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||20.7 - Determinazione delle espressioni del oeÆiente di qualit�a Q0 diavit�a risonanti oassiali.Il tipo pi�u omune di risuonatore a avit�a �e un tratto di avo oassiale hiuso alleestremit�a, he osilla nel modo prinipale TEM .Sriviamo i ampi relativi ad una avit�a risonante oassiale eitata nel modo TEMdati dalle formule (20.1.31): 8>>>>>><>>>>>>:
E� = iC V0ln ab 1� sin r�l zH� = �r ��C V0ln ab 1� os r�l z (20:7:1)

Si ha: ~H � ~H� = ��C2 V 20�ln ab�2 1�2 os2 r�l z (20:7:2)ZV ~H � ~H�d3r = ZV ~H � ~H��d�d�dz = ��C2 V 20�ln ab�2 ZV 1� os2 r�l zd�d�dz == ��C2 V 20�ln ab�2 Z 2�0 d� Z ba 1�d� Z l0 os2 r�l zdz = ��C2 V 20�ln ab�2 2� 12 l ln ba(20:7:3)Per il alolo dell'integrale di super�ie, si ha:Z�p ~H � ~H�d2r = Z 2�0 Z ba � ~H � ~H��(z=0) �d�d�+ Z 2�0 Z ba � ~H � ~H��(z=l) �d�d�++ Z 2�0 Z l0 � ~H � ~H��(�=a) ad�dz + Z 2�0 Z l0 � ~H � ~H��(�=b) bd�dz (20:7:4)Sostituendo l'espressione (20.7.2) nella (20.7.4), si ha:Z�p ~H � ~H�d2r = ��C2 V 20�ln ab�2 (2 Z 2�0 Z ba 1�2 �d�d� ++ Z 2�0 Z l0 1a2 os2 r�l zad�dz + Z 2�0 Z l0 1b2 os2 r�l zbd�dz) (20:7:5)Z�p ~H � ~H�d2r = ��C2 V 20�ln ab�2 �4� ln ba + 2� 12 l1a + 2� 12 l1b� (20:7:6)20 - 33



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||Pertanto il fattore K �e:K = 1V ZV ~H � ~H�d3r1�p Z�p ~H � ~H�d�p =
= 1�l(b2 � a2) ��C2 V 20�ln ab�2 2� 12 l ln ba1(2�(b2 � a2) + 2�l(b+ a)) ��C2 V 20�ln ab�2 �4� ln ba + 2� 12 l1a + 2� 12 l1b� (20:7:7)
Pertanto il fattore di qualit�a Q0 �e:Q0 = 2�p�r���p 12 l ln ba�2 ln ba + 12 l1a + 12 l1b� (20:7:8)Dividendo per 12 l numeratore e denominatore, si ha:Q0 = 2�p�r���p ln ba�41l ln ba + 1a + 1b� (20:7:9)Moltipliando per b numeratore e denominatore, si ha, in de�nitiva:

Q0 = 2�p�r���p b ln ba�1 + ba + 4bl ln ba� (20.7.10)
Risulta:dd� ba� 2664 ln ba�1 + ba + 4bl ln ba�3775 = ab �1 + ba + 4bl ln ba�� �1 + 4al � ln ba�1 + ba + 4bl ln ba�2 (20:7:11)20 - 34



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||he si annulla quando: 1 + ab � ln ba = 0 (20:7:12)
L'equazione (20.7.12) a�erma he la funzione f � ba� = 0B� ln ba1 + ba + 4bl ln ba1CA ha unestremo he �e indipendente dal rapporto bl .Tale estremo �e un massimo, ome si dedue dal gra�o seguente, in orrispondenzadi ba ' 3:59: Questo valore �e in perfetto aordo on il risultato he abbiamo ottenuto nelaso dell'attenuazione di un avo oassiale eitato nel modo TEM ; infatti in tal aso, inorrispondenza di tale valore il oeÆiente � risulta minimo.Il valore di Q0(max) si ottiene sostituendo nella (20.7.10) l'espressione di ln ba ottenutadalla (20.7.12); in tal aso si ha:

Q0(max) = 2�p�r���p b�1 + ab��1 + ba�+ 4bl �1 + ab� (20:7:13)
Moltipliando numeratore e denominatore per ab , si ha:Q0(max) = 2�p�r���p a�1 + ab��1 + ab�+ 4al �1 + ab� = 2�p�r���p a�1 + 4al � (20:7:14)
Moltipliando numeratore e denominatore per ba si ha, in�ne:Q0(max) = 2�p�r���p b� ba + 4bl� = 2�p�r���p b�3:59 + 4bl� (20:7:15)20 - 35



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||

1 2 3 4 5b=a0.000.050.100.150.20
f � ba� .................................................................................................................................................� ba�max' 3:59

...............................................................................................................................
.......................................................................................................................................

...................................................................................................................................................................................................................................................................
...................................................................................................................................................................................................................................................................................................

bl = 0:5
�g.20.7-120.8 - Carte dei modiPer onfrontare il fattore di qualit�a di modi diversi di una data forma di avit�a siutilizza il fattore di forma F os�i de�nito:F = Q0 Æp� (20:8:1)essendo � la lunghezza d'onda di risonanza del modo onsiderato.Esso �e indipendente dalla onduibilit�a delle pareti e dipende soltanto dalla formadelle avit�a e dal modo di osillazione e varia da ira 0.1 a 1.Cavit�a ilindrihe irolari eitate nel modo TMPer una avit�a ilindria irolare eitata nel modo TM , la frequenza di risonanza,data dalla (20.1.15) �e: � = 2�rx2n�a2 + r2�2l2 (20:8:2)la ui lunghezza d'onda �e: � = � = 2�rx2n�a2 + r2�2l2 (20:8:3)20 - 36



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||Pertanto il fattore di forma F si srive, dalla (20.6.35):F = Q0 Æp� = ��p 1�2l + 1a�rx2n�a2 + r2�2l22� (20:8:4)Moltipliando numeratore e denominatore per a, si ottiene:F = Q0 Æp� = ��p 1�2al + 1�rx2n� + r2�2a2l22� per r 6= 0 (20:8:5)Per r = 0, dalla (20.6.36), si ha:F = Q0 Æp� = ��p 1�1l + 1a�rx2n�a22� (20:8:6)Moltipliando numeratore e denominatore per 2a, si ottiene:F = Q0 Æp� = ��p 1�2al + 2�px2n�� per r = 0 (20:8:7)dalle quali si evine he il fattore di forma dipende dal rapporto a=lRiportiamo in tabella i valori di xn� e di x 0n� per iasun modo TM e TE rispettiva-mente. ...................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
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Modi TM Modi TEn; �; r xn�r n; �; r x 0n�r0 1 r1 1 r2 1 r0 2 r3 1 r1 2 r4 1 r2 2 r0 3 r5 1 r

2:404 83:831 75:135 65:520 16:380 27:015 67:588 38:417 28:653 78:771 4

1 1 r2 1 r0 1 r3 1 r4 1 r1 2 r5 1 r2 2 r0 2 r6 1 r

1:841 23:054 23:831 74:201 25:317 55:331 46:415 66:706 17:015 67:501 320 - 37



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||
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F

Fattore di forma F = Q0Æp=� in funzione di 2a=lper una avit�a ilindria di sezione irolare.Modi TM
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Cavit�a ilindrihe irolari eitate nel modo TEPer una avit�a ilindria irolare eitata nel modo TE, la frequenza di risonanza,data dalla (20.1.15) �e: � = 2�rx 02n�a2 + r2�2l2 (20:8:8)la ui lunghezza d'onda �e: � = � = 2�rx 02n�a2 + r2�2l2 (20:8:9)20 - 38



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||Pertanto il fattore di forma F si srive, dalla (20.6.62):
F = Q0 Æp� = ��p 12a(�x 02n�a2 + r2�2l2 �(3=2)�1� n2x 02n� �)��x 02n�a2 + 2r2�2al3 + r2�2n2x 02n�l2 �1� 2al �� (20:8:10)

Moltipliando numeratore e denominatore per a2, si ha:
F = Q0 Æp� = ��p 12 (�x 02n� + r2�2a2l2 �(3=2)�1� n2x 02n� �)��x 02n� + 2r2�2a3l3 + r2�2n2a2x 02n� l2 �1� 2al �� (20:8:11)

e, anora:
F = Q0 Æp� = ��p 8<:"x 02n� + r2�24 �2al �2#(3=2)�1� n2x 02n��9=;2�(x 02n� + r2�24 �2al �3 + r2�2n2x 02n�4 �2al �2�1� 2al �) (20:8:12)
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||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||dalla quale si evine he il fattore di forma dipende dal rapporto a=l
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F

Fattore di forma F = Q0Æp=� in funzione di 2a=lper una avit�a ilindria di sezione irolare.Modi TE
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||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||20.9 - Calolo analitio del numero dei modi di una avit�a rettangolareLa frequenza di risonanza di una avit�a rettangolare �e, ome sappiamo:�r = 2r�pa�2 + �qb�2 + �rl �2 (20:9:1)on p, q ed r numeri interi positivi o non tutti nulli.Fissata una frequenza di risonanza della avit�a, esiste una (o pi�u) terna ordinata(p; q; r) he soddisfa all'equazione (20.9.1) e he individua il modo (i modi) del ampoelettromagnetio all'interno della avit�a.Risulta, quindi, hiaro he per una frequenza di risonanza minore o maggiore di unapre�ssata frequenza anh'essa di risonanza esisteranno terne (p; q; r) he soddisferannosempre all'equazione (20.9.1). Il problema he desideriamo studiare �e quello di determinareil numero delle possibili terne o modi he determinano frequenze di risonanza inferiori aduna frequenza di risonanza gi�a pre�ssata. Ossia determinare il numero delle terne ordinate(p; q; r) o modi he soddisfano alla disequazione:�r � 2r�pa�2 + �qb�2 + �rl �2 (20:9:2)essendo �r la frequenza di risonanza pre�ssata he deve, quindi, essere onsiderata ometermine noto.L'equazione (20.9.2) si pu�o srivere:�r �vuuuut0B� p2a 1CA2 +0B� q2b 1CA2 +0B� r2l 1CA2 (20:9:3)Elevando al quadrato:�2r � 0B� p2a 1CA2 +0B� q2b 1CA2 +0B� r2l 1CA2 (20:9:4)Dividendo ambo i membri per �2r , si ha:1 � 0B� p2a �r1CA2 +0B� q2b �r1CA2 +0B� r2l �r1CA2 (20:9:5)Si ponga: A = 2a �r; B = 2b �r; C = 2l �r (20:9:6)20 - 41



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||Quindi: 1 � � pA�2 + � qB�2 + � rC �2 (20:9:7)Prendendo il segno di eguaglianza, l'equazione (20.9.7) rappresenta un ellissoide nellospazio p; q; r e preisamente, poih�e p; q; r possono assumere valori positivi, rappresentauna porzione (un ottante) di ellissoide nel semispazio p > 0, q > 0 e r > 0.In una trattazione rigorosa il numero totale di modi possibili he danno luogo a fre-quenze di risonanza inferiori o eguali a �r si ottiene e�ettuando la sommatoria sui tre indiip, q e r.Tuttavia se �r pre�ssato �e suÆientemente grande le frequenze di risonanza inferioriad essa sono molto viine fra di loro da potersi on�gurare un ontinuo di modi, ome�e hiaramente illustrato in �gura 20.9-1.In tal aso il numero di modi ai quali orrispondono frequenze inferiori alla frequenza�r �e dato da: N = ZVp;q;r dpdqdr (20:9:8)ossia dal volume dell'ellissoide nello spazio p; q; r limitato dalla ondizione p > 0, q > 0 er > 0.Il volume di un ellissoide �e: Vellissoide = 43�ABC (20:9:9)essendo A, B, C i semiassi lungo p, q, e r rispettivamente.Ne segue per la (20.9.6) e dividendo per 8 la (20.9.9):N = ZVp;q;r dpdqdr = 43� 13 abl�3r = 43� �3r3 V (20:9:10)essendo V il volume della avit�a risonante.
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||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2.0frequenza di risonanza (GHz)
Spettro dei modi in una avit�a rettangolare: a = 0:5 m, b = 0:25 m, l = 2 mModi TM
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Spettro dei modi in una avit�a rettangolare: a = 0:5 m, b = 0:25 m, l = 2 mModi TE

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2.0frequenza di risonanza (GHz)
Spettro dei modi in una avit�a rettangolare: a = 0:5 m, b = 0:25 m, l = 2 mModi TM+TE

�g.20.9-1
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||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||20.10 - Cavit�a risonanti sferihe - Il sistema Terra-ionosfera ome avit�arisonante: risonanze di Shumann.Un esempio di avit�a risonante non onvenzionale �e ostituito dalla \avit�a sferia"delimitata dalla super�ie della Terra e dalla ionosfera. Sia la Terra he la ionosfera siomportano ome onduttori di onduibilit�a �nita. L'aqua di mare ha una onduibilit�a� = 3� 5 Sm mentre la ionosfera ha una onduibilit�a variabile ma molto bassa.Le pareti della avit�a sono quindi ben lontane dalla situazione di onduibilit�a perfetta,speie la parte pi�u esterna (la ionosfera).Ciononostante noi idealizzeremo la realt�a �sia e onsidereremo ome modello unsistema ostituito da due sfere onentrihe, perfettamente onduttrii di raggi a e b = a+h,dove a il raggio della Terra (a = 6400Km) e h �e l'altezza della ionosfera sopra il livello delmare (h = 100Km).Date le distanze in gioo i aspettiamo he i modi risonanti risuonino a frequenzamolto bassa.Consideriamo i modi TM he hanno nella nostra geometria ampi magnetii puramentetangenziali, questi ampi presentano una omponente radiale del ampo elettrio e quindiome ondizione al ontorno dobbiamo imporre he la omponente tangenziale del ampoelettrio sia nulla per r = a e r = b.Il problema generale delle risonanze in una geometria sferia �e piuttosto ompliato.Qui onsideriamo solo i modi TM, assumendo inoltre he i ampi siano indipendentidall'angolo azimutale � he non �e una limitazione importante.Consideriamo l'equazione di Maxwell ~r � ~B = 0 espressa in oordinate sferihe1r2 ��r (r2Br) + 1r sin � ��� (sin �B�) + 1r sin � �B��� = 0 (20:10:1)Poih�e Br = 0, in quanto onsideriamo modi TM, ed inoltre, per ipotesi il ampo nondipende da �, si ha: 1r sin � ��� (sin �B�) = 0 (20:10:2)he integrata d�a sin �B� = ostante (20:10:3)La (20.10.3) non pu�o essere soddisfatta per ogni valore di � on valori �niti del ampo,infatti per � = 0 B� dovrebbe essere in�nita, quindi B� = 0.Ne segue he l'unia omponente di ampo magnetio diversa da zero �e B�.Consideriamo, adesso, l'equazione di Maxwell~r� ~E = �� ~B�te la sriviamo in oordinate sferihe, riordando he ~B = B�ê� si ha:êr 1r sin � � ��� (sin �E�)� �E��� �+ ê� � 1r sin � �Er�� � 1r ��r (rE�)�++ ê� 1r � ��r (rE�)� �Er�� � = ��B��t ê� (20:10:4)20 - 44



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||Poih�e abbiamo supposto la non dipendenza da � dei ampi si ha ponendo uguale azero le derivate rispetto a �:êr 1r sin � � ��� (sin �E�)�+ ê� ��1r ��r (rE�)�+ ê� 1r � ��r (rE�)� �Er�� � = ��B��t ê�(20:10:5)Ne segue he: 8>><>>: 1r sin � ��� (sin �E�) = 0�1r ��r (rE�) = 0 (20:10:6)La (20.10.6) d�a, ome preedentemente visto, E� = 0 perh�e E� divergerebbe per� = 0.Dunque, dalle equazioni di Maxwell omogenee si dedue he i modi TM senza dipen-denza da � hanno ome unihe omponenti non nulle Er; E�; B�.Sriviamo, ora, le equazioni di Maxwell, ammettendo una dipendenza temporale deltipo e�i!t. ~r� ~E = i! ~B (20:10:7)~r� ~B = �0�0 � ~E�t = � 12 i! ~E (20:10:8)Dalla (20.10.8) si ha: ~E = i 2! ~r� ~B (20:10:9)Sostituendo la (20.10.9) nella (20.10.7) si ha:i 2! ~r� ~r� ~B = i! ~Bio�e: !22 ~B � ~r� ~r� ~B = 0 (20:10:10)Ma ~r� ~r� ~B = ~r~r � ~B �r2 ~B = �~r2 ~B in quanto ~r � ~B = 0In oordinate sferihe si ha:~r2 ~B = �r2Br � 2Brr2 � 2 ot �r2 B� � 2r2 �B��� � 2r2 sin � �B��� � êr++ �r2B� � 1r2 sin2 �B� + 2r2 �Br�� � 2 os �r2 sin2 � �B��� � ê�++ �r2B� + 2r2 sin � �Br�� � 1r2 sin2 �B� + 2 os �r2 sin2 � �B��� � ê� (20:10:11)
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||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||Nel nostro aso, ponendo Br = B� = 0 e le derivate rispetto a � eguali a zero, si ha:~r2 ~B = �r2B� � 1r2 sin2 �B�� ê� == � 1r2 ��r �r2 �B��r �+ 1r2 sin � ��� �sin ��B��� �� 1r2 sin2 �B�� ê� (20:10:12)La (20.10.10) diventa: r2 ~B + !22 ~B = 0 (20:10:13)la quale implia!22 B� + 1r2 ��r �r2 �B��r �+ 1r2 sin � ��� �sin ��B��� �� 1r2 sin2 �B� = 0 (20:10:14)Tenendo onto he: 1r2 ��r �r2 �B��r � = 1r �2�r2�rB��si ha: !22 B� + 1r �2�r2�rB��+ 1r2 sin � ��� �sin ��B��� �� 1r2 sin2 �B� = 0 (20:10:15)Moltiplihiamo la (20.10.15) per r, si ha:!22 �rB��+ �2�r2�rB��+ 1r2 sin � ��� �sin ��(rB�)�� �� 1r2 sin2 ��rB�� = 0 (20:10:16)Costruiamo una soluzione ome prodottiB�(r; �) = u(r)r P (�) (20:10:17)Sostituendo la (20.10.17) nella (20.10.16) si ha:!22 u(r)P (�)+P (�) d2dr2u(r)+ u(r)r2 sin � dd� �sin � dP (�)d� �� 1r2 sin2 �u(r)P (�) = 0 (20:10:18)Dividendo la (20.10.18) per u(r)P (�) si ha:!22 + 1u(r) d2dr2u(r) + 1r2 sin � 1P (�) dd� �sin � dP (�)d� �� 1r2 sin2 � = 0 (20:10:19)20 - 46



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||Moltipliando la (20.10.19) per r2 otteniamo:!22 r2 + r2u(r) d2dr2u(r) + 1sin � 1P (�) dd� �sin � dP (�)d� �� 1sin2 � = 0 (20:10:20)he �e equivalente a: !22 r2 + r2u(r) d2dr2u(r) = h1sin � 1P (�) dd� �sin � dP (�)d� �� 1sin2 � = �hhe si pu�o anora srivere8>><>>: d2dr2u(r) + �!22 � hr2 �u(r) = 01sin � dd� �sin � dP (�)d� �+ �h� 1sin2 ��P (�) = 0 (20:10:21)Una maniera equivalente di srivere la prima delle (20.10.21) �e quella di porre u(r) =rf(r) dudr = f(r) + r df(r)drd2udr2 = df(r)dr + df(r)dr + r d2f(r)dr2Sostituendo si ha, dopo avere diviso per r la prima delle (20.10.21)8>><>>: d2f(r)dr2 + 2r df(r)dr + �!22 � hr2 � f(r) = 01sin � dd� �sin � dP (�)d� �+ �h� 1sin2 ��P (�) = 0 (20:10:22)�E hiaro he se si onsidera il sistema (20.10.22) la soluzione �e:B�(r; �) = f(r)P (�) (20:10:23)Per risolvere il sistema (20.10.22) ominiamo ol dire he la seonda equazione ap-partiene alla lasse: 1sin � dd� �sin � dP (�)d� �+ �h� msin2 ��P (�) = 0 (20:10:24)20 - 47



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||Il parametro h �e una ostante di separazione ed m �e intero positivo o negativo (nelnostro aso 1).Posto � = os � l'equazione diventa:(1� �2)d2P (�)d�2 � 2� dP (�)d� + �h� m1� �2 �P (�) = 0 (20:10:25)Questa �e una equazione di�erenziale, avente tre singolarit�a regolari nei punti � =�1 ; � = +1 ; � =1. Per m = 0 essa si ridue alla equazione di Legendre.Si pu�o dimostrare he soluzioni �nite nei poli � = �1 si hanno se si seglie h = l(l+1)dove l = 0; 1; 2; � � � e he esse sono i polinomi assoiati di Legendre de�niti da:Pml (�) = (1� �2)m2 dmPl(�)d�m m � l (20:10:26)dove Pl(�) sono i polinomi di Legendre:P0(os �) = 1, P1(os �) = os �, P2(os �) = 12(3 os2 � � 1) � � �, e per m = 1 i polinomiassoiati sono:P 11 (os �) = sin �, P 12 (os �) = 3 os � sin �, P 22 (os �) = 3 sin2 �.Per ogni m > l risulta Pml (os �) = 0.Trovato os l'autovalore, esso deve essere uguale anhe nella prima equazione delle(20.10.22) he, pertanto si srive:d2f(r)dr2 + 2r df(r)dr + �!22 � l(l+ 1)r2 � f(r) = 0 (20:10:27)Essa ammette ome soluzioni le funzioni sferihe di Bessel jl(kr) e nl(kr) on k = !os�i de�nite: jl(kr) = (�kr)l � 1kr ddkr�l �sin(kr)kr � (20:10:28)nl(kr) = �(�kr)l � 1kr ddkr�l �os(kr)kr � (20:10:29)Per i primi valori dell'indie l le formule espliite (vedi pag.15-13) sono:j0(kr) = sin krkr ; n0(kr) = �os krkrj1(kr) = sin kr(kr)2 � os krkr ; n1(kr) = �os kr(kr)2 � sin krkrj2(kr) = � 3(kr)3 � 1kr� sin kr � 3 os kr(kr)2 ; n2(kr) = � � 3(kr)3 � 1kr� os kr � 3 sin kr(kr)220 - 48



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||Cominiamo a alolare il ampo elettrioEr = i2!r sin � ���� sin �B�� (20:10:30)E� = � i2!r ��r�rB�� (20:10:31)Er = i2!r sin � ���h sin �f(r)P (�)i (20:10:32)E� = � i2r! ��rhrf(r)P (�)i (20:10:33)Dobbiamo imporre he per r = a e r = b sia E� = 0 io�e deve essere:ddr hrf(r)i = 0 per r = a e r = b (20:10:34)Consideriamo l = 1 (l = 0 vuol dire spazio libero)f(r) = Aj1(kr) +Bn1(kr) (20:10:35)Sostituendo le espressioni di j1(kr) e n1(kr) e moltipliando per r si ha:rf(r) = Ak � sin krkr � os kr�+ Bk ��os krkr � sin kr� (20:10:36)ddr hrf(r)i = Ak �k2r os kr � k sin krk2r2 + k sin kr�+ Bk �k2r sin kr + k os krk2r2 � k os kr�(20:10:37)Ak �k2a os ka� k sin kak2a2 + k sin ka�+ Bk �k2a sin ka+ k os kak2a2 � k os ka� = 0Ak �k2b os kb� k sin kbk2b2 + k sin kb�+ Bk �k2b sin kb+ k os kbk2b2 � k os kb� = 0(20:10:38)he ammette soluzioni non banali per�ka os ka� sin ka(ka)2 + sin ka� �kb sin kb+ os kb(kb)2 � os kb��� �ka sin ka+ os ka(ka)2 � os ka� �kb os kb� sin kb(kb)2 + sin kb� = 0hka os ka� sin ka(1� k2a2)ihkb sin kb+ os kb(1� k2b2)i�� hka sin ka+ os ka(1� k2a2)ihkb os kb� sin kb(1� k2b2)i = 020 - 49



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||k2ab sin kb os ka+ ka(1� k2b2) os ka os kb� kb(1� k2a2) sin ka sin kb+�(1� k2a2)(1� k2b2) sin ka os kb� k2ab sin ka os kb++ka(1� k2b2) sin ka sin kb� kb(1� k2a2) os ka os kb++(1� k2a2)(1� k2b2) os ka sin kb = 0�k2ab+ �1� k2a2��1� k2b2�� os ka sin kb+�ka �1� k2b2�� kb �1� k2a2��os ka os kb��kb �1� k2a2�� ka �1� k2b2�� sin ka sin kb���1� k2a2��1� k2b2�+ k2ab�sin ka os kb=0�k2ab+�1� k2a2� �1� k2b2� � sin k(b�a)��kb �1� k2a2��ka �1� k2b2� � os k(b�a) = 0tan k(b� a) = kb� k3a2b� ka+ k3ab2k2ab+ (1� k2a2) (1� k2b2) = k(b� a) + k3ab(b� a)k2ab+ (1� k2a2) (1� k2b2) == k(b� a) �1 + k2ab�k2ab+ (1� k2a2) (1� k2b2) (20:10:39)tan k(b� a)k(b� a) = �k2 + 1ab�k2 + 1ab �1� k2a2� �1� k2b2� = �k2 + 1ab�k2 + ab�k2 � 1a2��k2 � 1b2�(20:10:40)Questa �e una equazione trasendente diÆile da risolvere.Si pu�o failmente risolvere nella ipotesi he h � a dove h = b � a; in questa ipotesitan k(b� a) ' kh, quindi:
1 = k2 + 1a2�1 + ha�k2 + a2�1 + ha��k2 � 1a2�26664k2 � 1a2�1 + ha�2

37775 (20:10:41)
trasurando ha rispetto a 1 si ha:1 = k2 + 1a2k2 + a2�k2 � 1a2�2 (20:10:42)20 - 50



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||a2�k2 � 1a2�2 = 1a2 =) k4 � 2a2 k2 + 1a4 = 1a4k2 = 2a2 =) !1 = p2 a ' 66:29 (�)�1 = 66:292� = 10:55Hz a = 6400(Km)Si poteva arrivare allo stesso risultato tenendo presente he nell'equazione radiale itermini l(l + 1)r2 possono essere approssimati on il loro valore per r = a in quanto possiamoritenere ha � 1.Allora la prima delle (20.10.21) si srive:d2dr2u(r) + �!22 � l(l+ 1)a2 �u(r) = 0 (20:10:43)Posto q = �!22 � l(l+ 1)a2 �1=2 le soluzioni sonou(r) = A os qr + B sin qrdu(r)dr = �qA sin qr + qB os qr (20:10:44)Poih�e, stavolta, B� = u(r)r P (�), deve esseredu(r)dr = 0 per r = a e r = bio�e: �qA sin qa+ qB os qa = 0�qA sin qb+ qB os qb = 0vale a dire: � sin qa os qb+ os qa sin qb = 0sin q(b� a) = 0qh = r�!22 � l(l+ 1)a2 = r2�2h2 on r = 0; 1; 2; � � �Prendiamo r = 0, si ha: !2 = 2a2 l(l+ 1)20 - 51



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||Per l = 1 segue: ! = p2 a (�)Queste risonanze si hiamano risonanze di Shumann. Si tratta di frequenze moltobasse. Con a = 6400Km, le prime inque frequenze di risonanza sono:!l2� = 10:6; 18:3; 25:8; 33:4; 40:9Hz.Le risonanze di Shumann si manifestano ome pihi nello spettro del rumore radioa bassissima frequenza he si propaga attorno alla Terra. I fulmini temporaleshi, heontengono un ampio spettro di frequenze, agisono ome sorgenti di ampi elettrii radialie le omponenti on frequenze prossime alle risonanze di Shumann si propagano pi�uagevolmente perh�e orrispondono a modi normali della avit�a Terra-ionosfera. Le primeosservazioni onlusive di questi pihi nello spettro di potenza del rumore furono eseguitenel 1960 (M. Balser e C.A. Wagner Nature 188, 638 (1960)), benh�e esistano indizi heNikola Tesla possa averli osservati prima del 1900.I risultati sperimentali mostrano he le frequenze dei pihi sono di 8, 14, 20, 26,32, 37, 43 � � � Hertz. Tali frequenze sono rappresentate abbastanza bene dalla formula5:8pl(l+ 1). L'assenza di un aordo preiso non stupise in quanto abbiamo supposto lepareti perfettamente onduttrii.
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||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||Appendie al Cap. 2020A.1 - Eleno in ordine resente delle frequenze dei modi in una avit�arettangolare: a = 0:5 m, b = 0:25 m, l = 2 mnumero frequenza modo p q rordine in GHz1 0.30923 TE 1 0 12 0.33541 TE 1 0 23 0.375 TE 1 0 34 0.42426 TE 1 0 45 0.48023 TE 1 0 56 0.54083 TE 1 0 67 0.60467 TE 1 0 78 0.60467 TE 0 1 19 0.60467 TE 2 0 110 0.61847 TE 0 1 211 0.61847 TE 2 0 212 0.6408 TE 0 1 313 0.6408 TE 2 0 314 0.67082 TM 1 1 015 0.67082 TE 0 1 416 0.67082 TE 1 0 817 0.67082 TE 2 0 418 0.675 TM 1 1 119 0.675 TE 1 1 120 0.68739 TM 1 1 221 0.68739 TE 1 1 222 0.70755 TM 1 1 323 0.70755 TE 0 1 524 0.70755 TE 1 1 325 0.70755 TE 2 0 526 0.73485 TM 1 1 427 0.73485 TE 1 1 428 0.73866 TE 1 0 929 0.75 TE 0 1 630 0.75 TE 2 0 631 0.76852 TM 1 1 532 0.76852 TE 1 1 533 0.79726 TE 0 1 734 0.79726 TE 2 0 735 0.80777 TM 1 1 636 0.80777 TE 1 0 1037 0.80777 TE 1 1 638 0.84853 TM 2 1 020 - 53



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||39 0.84853 TE 0 1 840 0.84853 TE 2 0 841 0.85184 TM 1 1 742 0.85184 TM 2 1 143 0.85184 TE 1 1 744 0.85184 TE 2 1 145 0.86168 TM 2 1 246 0.86168 TE 2 1 247 0.87785 TE 1 0 1148 0.87785 TM 2 1 349 0.87785 TE 2 1 350 0.9 TM 1 1 851 0.9 TM 2 1 452 0.9 TE 1 1 853 0.9 TE 2 1 454 0.90312 TE 3 0 155 0.90312 TE 0 1 956 0.90312 TE 2 0 957 0.91241 TE 3 0 258 0.9277 TE 3 0 359 0.9277 TM 2 1 560 0.9277 TE 2 1 561 0.94868 TE 1 0 1262 0.94868 TE 3 0 463 0.95164 TM 1 1 964 0.95164 TE 1 1 965 0.96047 TM 2 1 666 0.96047 TE 0 1 1067 0.96047 TE 2 0 1068 0.96047 TE 2 1 669 0.975 TE 3 0 570 0.99781 TM 2 1 771 0.99781 TE 2 1 772 1.0062 TE 3 0 673 1.0062 TM 1 1 1074 1.0062 TE 1 1 1075 1.0201 TE 0 1 1176 1.0201 TE 1 0 1377 1.0201 TE 2 0 1178 1.0392 TM 2 1 879 1.0392 TE 2 1 880 1.0419 TE 3 0 781 1.0633 TM 1 1 1182 1.0633 TE 1 1 1120 - 54



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||83 1.0817 TM 3 1 084 1.0817 TE 0 1 1285 1.0817 TE 2 0 1286 1.0817 TE 3 0 887 1.0843 TM 3 1 188 1.0843 TE 3 1 189 1.0843 TM 2 1 990 1.0843 TE 2 1 991 1.092 TM 3 1 292 1.092 TE 1 0 1493 1.092 TE 3 1 294 1.1048 TM 3 1 395 1.1048 TE 3 1 396 1.1225 TM 1 1 1297 1.1225 TM 3 1 498 1.1225 TE 1 1 1299 1.1225 TE 3 1 4100 1.125 TE 3 0 9101 1.1325 TM 2 1 10102 1.1325 TE 2 1 10103 1.1448 TM 3 1 5104 1.1448 TE 0 1 13105 1.1448 TE 2 0 13106 1.1448 TE 3 1 5107 1.1643 TE 1 0 15108 1.1715 TM 3 1 6109 1.1715 TE 3 0 10110 1.1715 TE 3 1 6111 1.1835 TM 1 1 13112 1.1835 TM 2 1 11113 1.1835 TE 1 1 13114 1.1835 TE 2 1 11115 1.2023 TM 3 1 7116 1.2023 TE 0 2 1117 1.2023 TE 3 1 7118 1.2023 TE 4 0 1119 1.2093 TE 0 1 14120 1.2093 TE 0 2 2121 1.2093 TE 2 0 14122 1.2093 TE 4 0 2123 1.2209 TE 3 0 11124 1.2209 TE 0 2 3125 1.2209 TE 4 0 3126 1.2369 TM 2 1 1220 - 55



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||127 1.2369 TM 3 1 8128 1.2369 TE 2 1 12129 1.2369 TE 3 1 8130 1.2369 TM 1 2 0131 1.2369 TE 0 2 4132 1.2369 TE 1 0 16133 1.2369 TE 4 0 4134 1.2392 TM 1 2 1135 1.2392 TE 1 2 1136 1.246 TM 1 1 14137 1.246 TM 1 2 2138 1.246 TE 1 1 14139 1.246 TE 1 2 2140 1.2572 TM 1 2 3141 1.2572 TE 0 2 5142 1.2572 TE 1 2 3143 1.2572 TE 4 0 5144 1.2728 TE 3 0 12145 1.2728 TM 1 2 4146 1.2728 TE 1 2 4147 1.275 TM 3 1 9148 1.275 TE 0 1 15149 1.275 TE 2 0 15150 1.275 TE 3 1 9151 1.2816 TE 0 2 6152 1.2816 TE 4 0 6153 1.2925 TM 2 1 13154 1.2925 TE 2 1 13155 1.2925 TM 1 2 5156 1.2925 TE 1 2 5157 1.3098 TM 1 1 15158 1.3098 TE 0 2 7159 1.3098 TE 1 0 17160 1.3098 TE 1 1 15161 1.3098 TE 4 0 7162 1.3162 TM 1 2 6163 1.3162 TM 3 1 10164 1.3162 TE 1 2 6165 1.3162 TE 3 1 10166 1.3269 TE 3 0 13167 1.3416 TM 2 2 0168 1.3416 TM 4 1 0169 1.3416 TE 0 1 16170 1.3416 TE 0 2 820 - 56



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||171 1.3416 TE 2 0 16172 1.3416 TE 4 0 8173 1.3437 TM 2 2 1174 1.3437 TM 4 1 1175 1.3437 TE 2 2 1176 1.3437 TE 4 1 1177 1.3437 TM 1 2 7178 1.3437 TE 1 2 7179 1.35 TM 2 2 2180 1.35 TM 4 1 2181 1.35 TE 2 2 2182 1.35 TE 4 1 2183 1.35 TM 2 1 14184 1.35 TE 2 1 14185 1.3604 TM 2 2 3186 1.3604 TM 4 1 3187 1.3604 TE 2 2 3188 1.3604 TE 4 1 3189 1.3604 TM 3 1 11190 1.3604 TE 3 1 11191 1.3748 TM 1 1 16192 1.3748 TM 2 2 4193 1.3748 TM 4 1 4194 1.3748 TE 1 1 16195 1.3748 TE 2 2 4196 1.3748 TE 4 1 4197 1.3748 TM 1 2 8198 1.3748 TE 1 2 8199 1.3768 TE 0 2 9200 1.3768 TE 4 0 9201 1.3829 TE 1 0 18202 1.3829 TE 3 0 14203 1.3931 TM 2 2 5204 1.3931 TM 4 1 5205 1.3931 TE 2 2 5206 1.3931 TE 4 1 5207 1.4071 TM 3 1 12208 1.4071 TE 3 1 12209 1.4091 TE 0 1 17210 1.4091 TE 2 0 17211 1.4091 TM 1 2 9212 1.4091 TM 2 1 15213 1.4091 TE 1 2 9214 1.4091 TE 2 1 1520 - 57



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||215 1.4151 TM 2 2 6216 1.4151 TM 4 1 6217 1.4151 TE 0 2 10218 1.4151 TE 2 2 6219 1.4151 TE 4 0 10220 1.4151 TE 4 1 6221 1.4407 TM 1 1 17222 1.4407 TM 2 2 7223 1.4407 TM 4 1 7224 1.4407 TE 1 1 17225 1.4407 TE 2 2 7226 1.4407 TE 3 0 15227 1.4407 TE 4 1 7228 1.4465 TM 1 2 10229 1.4465 TE 1 2 10230 1.4562 TM 3 1 13231 1.4562 TE 0 2 11232 1.4562 TE 1 0 19233 1.4562 TE 3 1 13234 1.4562 TE 4 0 11235 1.4697 TM 2 2 8236 1.4697 TM 4 1 8237 1.4697 TE 2 2 8238 1.4697 TE 4 1 8239 1.4697 TM 2 1 16240 1.4697 TE 2 1 16241 1.4773 TE 0 1 18242 1.4773 TE 2 0 18243 1.4868 TM 1 2 11244 1.4868 TE 1 2 11245 1.5 TM 3 2 0246 1.5 TE 0 2 12247 1.5 TE 3 0 16248 1.5 TE 4 0 12249 1.5019 TM 2 2 9250 1.5019 TM 4 1 9251 1.5019 TE 2 2 9252 1.5019 TE 4 1 9253 1.5019 TM 3 2 1254 1.5019 TE 3 2 1255 1.5019 TE 5 0 1256 1.5075 TM 1 1 18257 1.5075 TE 1 1 18258 1.5075 TM 3 1 1420 - 58



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||259 1.5075 TM 3 2 2260 1.5075 TE 3 1 14261 1.5075 TE 3 2 2262 1.5075 TE 5 0 2263 1.5168 TM 3 2 3264 1.5168 TE 3 2 3265 1.5168 TE 5 0 3266 1.5297 TM 1 2 12267 1.5297 TM 3 2 4268 1.5297 TE 1 0 20269 1.5297 TE 1 2 12270 1.5297 TE 3 2 4271 1.5297 TE 5 0 4272 1.5315 TM 2 1 17273 1.5315 TE 2 1 17274 1.537 TM 2 2 10275 1.537 TM 4 1 10276 1.537 TE 2 2 10277 1.537 TE 4 1 10278 1.5462 TM 3 2 5279 1.5462 TE 0 1 19280 1.5462 TE 0 2 13281 1.5462 TE 2 0 19282 1.5462 TE 3 2 5283 1.5462 TE 4 0 13284 1.5462 TE 5 0 5285 1.5606 TM 3 1 15286 1.5606 TE 3 0 17287 1.5606 TE 3 1 15288 1.566 TM 3 2 6289 1.566 TE 3 2 6290 1.566 TE 5 0 6291 1.575 TM 1 1 19292 1.575 TM 1 2 13293 1.575 TM 2 2 11294 1.575 TM 4 1 11295 1.575 TE 1 1 19296 1.575 TE 1 2 13297 1.575 TE 2 2 11298 1.575 TE 4 1 11299 1.5892 TM 3 2 7300 1.5892 TE 3 2 7301 1.5892 TE 5 0 7302 1.5945 TM 2 1 1820 - 59



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||303 1.5945 TE 2 1 18304 1.5945 TE 0 2 14305 1.5945 TE 4 0 14306 1.6033 TE 1 0 21307 1.6155 TM 2 2 12308 1.6155 TM 4 1 12309 1.6155 TE 2 2 12310 1.6155 TE 4 1 12311 1.6155 TM 3 1 16312 1.6155 TM 3 2 8313 1.6155 TM 5 1 0314 1.6155 TE 0 1 20315 1.6155 TE 2 0 20316 1.6155 TE 3 1 16317 1.6155 TE 3 2 8318 1.6155 TE 5 0 8319 1.6173 TM 5 1 1320 1.6173 TE 5 1 1321 1.6225 TE 3 0 18322 1.6225 TM 5 1 2323 1.6225 TE 5 1 2324 1.6225 TM 1 2 14325 1.6225 TE 1 2 14326 1.6311 TM 5 1 3327 1.6311 TE 5 1 3328 1.6432 TM 5 1 4329 1.6432 TE 5 1 4330 1.6432 TM 1 1 20331 1.6432 TE 1 1 20332 1.6449 TM 3 2 9333 1.6449 TE 0 2 15334 1.6449 TE 3 2 9335 1.6449 TE 4 0 15336 1.6449 TE 5 0 9337 1.6585 TM 2 2 13338 1.6585 TM 4 1 13339 1.6585 TM 5 1 5340 1.6585 TE 2 2 13341 1.6585 TE 4 1 13342 1.6585 TE 5 1 5343 1.6585 TM 2 1 19344 1.6585 TE 2 1 19345 1.672 TM 3 1 17346 1.672 TE 3 1 1720 - 60



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||347 1.672 TM 1 2 15348 1.672 TE 1 2 15349 1.6771 TE 1 0 22350 1.6771 TM 3 2 10351 1.6771 TM 5 1 6352 1.6771 TE 3 2 10353 1.6771 TE 5 0 10354 1.6771 TE 5 1 6355 1.6854 TE 0 1 21356 1.6854 TE 2 0 21357 1.6854 TE 3 0 19358 1.6971 TM 4 2 0359 1.6971 TE 0 2 16360 1.6971 TE 4 0 16361 1.6987 TM 4 2 1362 1.6987 TM 5 1 7363 1.6987 TE 4 2 1364 1.6987 TE 5 1 7365 1.7037 TM 2 2 14366 1.7037 TM 4 1 14367 1.7037 TM 4 2 2368 1.7037 TE 2 2 14369 1.7037 TE 4 1 14370 1.7037 TE 4 2 2371 1.7119 TM 1 1 21372 1.7119 TM 3 2 11373 1.7119 TM 4 2 3374 1.7119 TE 1 1 21375 1.7119 TE 3 2 11376 1.7119 TE 4 2 3377 1.7119 TE 5 0 11378 1.7234 TM 1 2 16379 1.7234 TM 2 1 20380 1.7234 TM 4 2 4381 1.7234 TM 5 1 8382 1.7234 TE 1 2 16383 1.7234 TE 2 1 20384 1.7234 TE 4 2 4385 1.7234 TE 5 1 8386 1.7299 TM 3 1 18387 1.7299 TE 3 1 18388 1.738 TM 4 2 5389 1.738 TE 4 2 5390 1.7493 TM 3 2 1220 - 61



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||391 1.7493 TE 3 0 20392 1.7493 TE 3 2 12393 1.7493 TE 5 0 12394 1.7509 TE 1 0 23395 1.7509 TM 2 2 15396 1.7509 TM 4 1 15397 1.7509 TM 5 1 9398 1.7509 TE 0 2 17399 1.7509 TE 2 2 15400 1.7509 TE 4 0 17401 1.7509 TE 4 1 15402 1.7509 TE 5 1 9403 1.7557 TE 0 1 22404 1.7557 TE 2 0 22405 1.7557 TM 4 2 6406 1.7557 TE 4 2 6407 1.7764 TM 1 2 17408 1.7764 TM 4 2 7409 1.7764 TE 1 2 17410 1.7764 TE 4 2 7411 1.7812 TM 1 1 22412 1.7812 TE 1 1 22413 1.7812 TM 5 1 10414 1.7812 TE 5 1 10415 1.789 TM 2 1 21416 1.789 TE 2 1 21417 1.789 TM 3 1 19418 1.789 TM 3 2 13419 1.789 TE 3 1 19420 1.789 TE 3 2 13421 1.789 TE 5 0 13422 1.8 TM 2 2 16423 1.8 TM 4 1 16424 1.8 TM 4 2 8425 1.8 TE 2 2 16426 1.8 TE 4 1 16427 1.8 TE 4 2 8428 1.8016 TE 0 3 1429 1.8016 TE 6 0 1430 1.8062 TE 0 2 18431 1.8062 TE 0 3 2432 1.8062 TE 4 0 18433 1.8062 TE 6 0 2434 1.814 TE 0 3 320 - 62



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||435 1.814 TE 3 0 21436 1.814 TE 6 0 3437 1.814 TM 5 1 11438 1.814 TE 5 1 11439 1.8248 TM 1 3 0440 1.8248 TE 0 3 4441 1.8248 TE 1 0 24442 1.8248 TE 6 0 4443 1.8264 TM 1 3 1444 1.8264 TE 0 1 23445 1.8264 TE 1 3 1446 1.8264 TE 2 0 23447 1.8264 TM 4 2 9448 1.8264 TE 4 2 9449 1.831 TM 1 3 2450 1.831 TE 1 3 2451 1.831 TM 1 2 18452 1.831 TE 1 2 18453 1.831 TM 3 2 14454 1.831 TE 3 2 14455 1.831 TE 5 0 14456 1.8386 TM 1 3 3457 1.8386 TE 0 3 5458 1.8386 TE 1 3 3459 1.8386 TE 6 0 5460 1.8493 TM 1 3 4461 1.8493 TE 1 3 4462 1.8493 TM 3 1 20463 1.8493 TM 5 1 12464 1.8493 TE 3 1 20465 1.8493 TE 5 1 12466 1.8508 TM 1 1 23467 1.8508 TE 1 1 23468 1.8508 TM 2 2 17469 1.8508 TM 4 1 17470 1.8508 TE 2 2 17471 1.8508 TE 4 1 17472 1.8554 TE 0 3 6473 1.8554 TE 6 0 6474 1.8554 TM 2 1 22475 1.8554 TM 4 2 10476 1.8554 TE 2 1 22477 1.8554 TE 4 2 10478 1.863 TM 1 3 520 - 63



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||479 1.863 TE 1 3 5480 1.863 TE 0 2 19481 1.863 TE 4 0 19482 1.875 TE 0 3 7483 1.875 TE 6 0 7484 1.875 TM 3 2 15485 1.875 TE 3 2 15486 1.875 TE 5 0 15487 1.8795 TM 1 3 6488 1.8795 TE 1 3 6489 1.8795 TE 3 0 22490 1.887 TM 1 2 19491 1.887 TM 4 2 11492 1.887 TM 5 1 13493 1.887 TE 1 2 19494 1.887 TE 4 2 11495 1.887 TE 5 1 13496 1.8974 TM 2 3 0497 1.8974 TM 6 1 0498 1.8974 TE 0 1 24499 1.8974 TE 0 3 8500 1.8974 TE 2 0 24501 1.8974 TE 6 0 8502 1.8988 TM 1 3 7503 1.8988 TE 1 3 7504 1.8988 TM 2 3 1505 1.8988 TM 6 1 1506 1.8988 TE 2 3 1507 1.8988 TE 6 1 1508 1.8988 TE 1 0 25509 1.9033 TM 2 3 2510 1.9033 TM 6 1 2511 1.9033 TE 2 3 2512 1.9033 TE 6 1 2513 1.9033 TM 2 2 18514 1.9033 TM 4 1 18515 1.9033 TE 2 2 18516 1.9033 TE 4 1 18517 1.9107 TM 2 3 3518 1.9107 TM 6 1 3519 1.9107 TE 2 3 3520 1.9107 TE 6 1 3521 1.9107 TM 3 1 21522 1.9107 TE 3 1 2120 - 64



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||523 1.9209 TM 1 3 8524 1.9209 TM 2 3 4525 1.9209 TM 6 1 4526 1.9209 TE 1 3 8527 1.9209 TE 2 3 4528 1.9209 TE 6 1 4529 1.9209 TM 1 1 24530 1.9209 TM 4 2 12531 1.9209 TE 1 1 24532 1.9209 TE 4 2 12533 1.9209 TM 3 2 16534 1.9209 TM 5 2 0535 1.9209 TE 0 2 20536 1.9209 TE 3 2 16537 1.9209 TE 4 0 20538 1.9209 TE 5 0 16539 1.9224 TE 0 3 9540 1.9224 TE 6 0 9541 1.9224 TM 2 1 23542 1.9224 TE 2 1 23543 1.9224 TM 5 2 1544 1.9224 TE 5 2 1545 1.9268 TM 5 1 14546 1.9268 TM 5 2 2547 1.9268 TE 5 1 14548 1.9268 TE 5 2 2549 1.9341 TM 2 3 5550 1.9341 TM 6 1 5551 1.9341 TE 2 3 5552 1.9341 TE 6 1 5553 1.9341 TM 5 2 3554 1.9341 TE 5 2 3555 1.9442 TM 5 2 4556 1.9442 TE 5 2 4557 1.9442 TM 1 2 20558 1.9442 TE 1 2 20559 1.9457 TM 1 3 9560 1.9457 TE 1 3 9561 1.9457 TE 3 0 23562 1.95 TM 2 3 6563 1.95 TM 6 1 6564 1.95 TE 0 3 10565 1.95 TE 2 3 6566 1.95 TE 6 0 1020 - 65



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||567 1.95 TE 6 1 6568 1.9572 TM 2 2 19569 1.9572 TM 4 1 19570 1.9572 TM 4 2 13571 1.9572 TM 5 2 5572 1.9572 TE 2 2 19573 1.9572 TE 4 1 19574 1.9572 TE 4 2 13575 1.9572 TE 5 2 5576 1.9687 TM 2 3 7577 1.9687 TM 6 1 7578 1.9687 TE 2 3 7579 1.9687 TE 6 1 7580 1.9687 TM 3 2 17581 1.9687 TM 5 1 15582 1.9687 TE 0 1 25583 1.9687 TE 2 0 25584 1.9687 TE 3 2 17585 1.9687 TE 5 0 17586 1.9687 TE 5 1 15587 1.9729 TM 1 3 10588 1.9729 TE 1 3 10589 1.9729 TM 3 1 22590 1.9729 TE 1 0 26591 1.9729 TE 3 1 22592 1.9729 TM 5 2 6593 1.9729 TE 5 2 6594 1.9801 TE 0 3 11595 1.9801 TE 6 0 11596 1.9801 TE 0 2 21597 1.9801 TE 4 0 21598 1.99 TM 2 1 24599 1.99 TM 2 3 8600 1.99 TM 6 1 8601 1.99 TE 2 1 24602 1.99 TE 2 3 8603 1.99 TE 6 1 8604 1.9914 TM 1 1 25605 1.9914 TM 5 2 7606 1.9914 TE 1 1 25607 1.9914 TE 5 2 7608 1.9956 TM 4 2 14609 1.9956 TE 4 2 14Fine del Cap.20 20 - 66


