
||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||Cap. 16Di�razione di un'onda piana da parte di una sfera.16.1 - Sviluppo del ampo di�ratto.Un'onda elettromagnetia he inide su un orpo materiale di forma qualsiasi d�aorigine ad osillazioni forzate di arihe libere e legate in sinronismo al ampo appli-ato. Questo movimento forzato di arihe provoa a sua volta un ampo seondario siaall'interno he all'esterno del orpo. Il ampo risultante in un punto �e allora la sommavettoriale dei ampi primario e seondario.Il problema pi�u semplie di questo genere e nello stesso tempo di grande interessepratio �e quello di un'onda piana he inide su una sfera.Sia a il raggio della sfera, k1 la ostante di propagazione relativa al materiale di ui �eostituita la sfera e k2 quella relativa al mezzo omogeneo inde�nito he ironda la sfera.Consideriamo un'onda piana il ui vettore ampo elettrio sia polarizzato linearmentenella direzione x e he si propaghi nella direzione positiva dell'asse z.
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Sviluppiamo il ampo elettromagnetio inidente in funzioni d'onda vettoriali sferihedate dalle (15.7.33) e (15.7.38):~Ei = x̂E0eik2z � i!t = E0e�i!t 1Xn=1 in 2n+ 1n(n+ 1) �~m(1)d1n � i~n(1)p1n�~Hi = ŷ k2�2!E0eik2z � i!t = �k2E0�2! e�i!t 1Xn=1 in 2n+ 1n(n+ 1) �~m(1)p1n + i~n(1)d1n� (16:1:1)Il ampo seondario indotto si ompone di due parti: l'una valida all'interno dellasfera, l'altra he soddisfa le ondizioni di regolarit�a all'in�nito e nei punti esterni. Per16 - 1



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||analogia on i problemi relativi a super�i di separazione piane questi due ampi parzialiverranno indiati ome onde trasmesse e riesse, per quanto questi termini siano a rigoreappropriati solo quando la lunghezza d'onda �e molto minore del raggio della sfera.Sriviamo: ~Er = E0e�i!t 1Xn=1 in 2n+ 1n(n+ 1) �arn ~m(3)d1n � ibrn~n(3)p1n�~Hr = � k2�2!E0e�i!t 1Xn=1 in 2n+ 1n(n+ 1) �brn ~m(3)p1n + iarn~n(3)d1n� (16:1:2)
he sono valide per r > a. Le funzioni ~m(3) e ~n(3) indiano la sostituzione delle funzioni diBessel jn on h(1)n (k2r) nelle (15.6.16) e (15.6.17).Analogamente:~Et = E0e�i!t 1Xn=1 in 2n+ 1n(n+ 1) �atn ~m(1)d1n � ibtn~n(1)p1n�~Ht = � k1�1!E0e�i!t 1Xn=1 in 2n+ 1n(n+ 1) �btn ~m(1)p1n + iatn~n(1)d1n� (16:1:3)
he sono valide per r < a. �E hiaro he l'argomento delle funzioni di Bessel jn ontenutenelle funzioni vettoriali ~m(1) ed ~n(1) �e k1r.Il alolo dei oeÆienti arn ; brn ; atn ; btn si e�ettua imponendo le ondizioni al ontorno,sulla super�ie della sfera, dei vettori del ampo.Poih�e non stiamo supponendo la sfera magnetizzata e siamo in assenza di orrenti su-per�iali, le ondizioni al ontorno si riduono alla ontinuit�a delle omponenti tangenzialidei vettori ~E ed ~H, io�e: E(I)tang = E(II)tang per r = aH(I)tang = H(II)tang (16:1:4)Esse si srivono: êr � � ~Ei + ~Er� = êr � ~Et per r = aêr � � ~Hi + ~Hr� = êr � ~Ht (16:1:5)Si ha:êr � ~m(3)d1n = 1sin �h(1)n (k2r) P 1n(os �) os� ê� + h(1)n (k2r) �P 1n�� sin� ê� (16:1:6)16 - 2



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||Si �e tenuto onto he: êr � ê� = ê�êr � ê� = �ê� (16:1:7)Analogamente:êr � ~n(3)p1n = 1k2r "h(1)n (k2r) + rk2 �h(1)n (k2r)�(k2r) # �P 1n�� os� ê�++ 1k2r sin � "h(1)n (k2r) + rk2 �h(1)n (k2r)�(k2r) #P 1n(os �) sin� ê� (16:1:8)
I prodotti êr � ~m(1)d1n e êr � ~n(1)p1n sono formalmente eguali alla (16.1.6) ed alla (16.1.8)pur di sostituire in esse le funzioni h(1)n on le funzioni jn e di onsiderare ome ostantedi propagazione k2 per quanto riguarda l'onda inidente e k1 per quanto riguarda l'ondatrasmessa.
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||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||16.2 - Calolo dei oeÆienti arn e brnSostituiamo la (16.1.1a), la (16.1.2a), la (16.1.3a) nella (16.1.5a) utilizzando la (16.1.6)e la (16.1.8) ed eguagliamo le omponenti omologhe della parte reale e della parte imma-ginaria.Si ha per ogni n:1sin � jn(k2a)P 1n(os �) os�+ 1sin �arnh(1)n (k2a)P 1n(os �) os��� 1sin �atnjn(k1a)P 1n(os �) os� = 0 (16:2:1)
jn(k2a) �P 1n�� sin�+arnh(1)n (k2a) �P 1n�� sin��atnjn(k1a) �P 1n�� sin� = 0(16:2:2)1k2a � ��(k2r)�k2rjn(k2r)��r=a �P 1n�� os�+ brn 1k2a � ��(k2r)�k2rh(1)n (k2r)��r=a�P 1n�� os��� btn 1k1a � ��(k1r)�k1rjn(k1r)��r=a �P 1n�� os� = 0 (16:2:3)1k2a sin � � ��(k2r)�k2rjn(k2r)��r=aP 1n(os �) sin�+ brn 1k2a sin � � ��(k2r)�k2rh(1)n (k2r)��r=a�� P 1n(os �) sin�� btn 1k1a sin � � ��(k1r)�k1rjn(k1r)��r=a P 1n(os �) sin� = 0(16:2:4)La (16.2.1) e la (16.2.2) sono equivalenti a:jn(k2a) + arnh(1)n (k2a)� atnjn(k1a) = 0 (16:2:5)La (16.2.3) e la (16.2.4) sono equivalenti a:k1k2 � ��(k2r) [k2rjn(k2r)℄�r=a+ brn k1k2 � ��(k2r) [k2rh(1)n (k2r)℄�r=a� btn� ��(k1r) [k1rjn(k1r)℄�r=a= 0(16:2:6)Analogamente, rifaendo gli stessi aloli relativamente alla (16.1.5b), si ottengonoaltre due equazioni simili alla (16.2.5) e (16.2.6). In de�nitiva le quattro equazioni he ipermettono di alolare i quattro oeÆienti sono:16 - 4



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||atnjn(k1a)� arnh(1)n (k2a) = jn(k2a) (16:2:7)
�2atn� ��(k1r) [k1rjn(k1r)℄�r=a��1arn� ��(k2r) [k2rh(1)n (k2r)℄�r=a= �1� ��(k2r) [k2rjn(k2r)℄�r=a(16:2:8)�2 k1k2 btnjn(k1a)� �1brnh(1)n (k2a) = �1jn(k2a) (16:2:9)
btn� ��(k1r) [k1rjn(k1r)℄�r=a�k1k2 brn� ��(k2r) [k2rh(1)n (k2r)℄�r=a= k1k2 � ��(k2r) [k2rjn(k2r)℄�r=a(16:2:10)I oeÆienti arn e brn ompetenti al ampo esterno sono:arn = � �1jn(k1a)� ��(k2r) [k2rjn(k2r)℄�r=a � �2jn(k2a)� ��(k1r) [k1rjn(k1r)℄�r=a�1jn(k1a)� ��(k2r) [k2rh(1)n (k2r)℄�r=a � �2h(1)n (k2a)� ��(k1r) [k1rjn(k1r)℄�r=a(16:2:11)brn = � �1jn(k2a)� ��(k1r) [k1rjn(k1r)℄�r=a � �2 k21k22 jn(k1a)� ��(k2r) [k2rjn(k2r)℄�r=a�1h(1)n (k2a)� ��(k1r) [k1rjn(k1r)℄�r=a � �2 k21k22 jn(k1a)� ��(k2r) [k2rh(1)n (k2r)℄�r=a(16:2:12)Se la onduibilit�a oppure la ostante dielettria della sfera sono grandi rispetto allaonduibilit�a del mezzo irostante e nello stesso tempo il raggio a della sfera non �e troppopiolo le (16.2.11) e (16.2.12) si possono sempli�are on l'uso delle espressioni asintotihe,io�e se k1a� 1 jn(k1a) ' 1k1a os�k1a� n+ 12 ��� ��k1r [k1rjn(k1r)℄�r=a ' � sin�k1a� n+ 12 ��e poih�e jk1j � jk2j, nella (16.2.11) possiamo trasurare i primi termini del numeratore edel denominatore rispetto ai seondi termini e si avr�a quindi:arn ' � jn(k2a)h(1)n (k2a) jk1aj � 1jk1j � jk2j (16:2:13)16 - 5



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||Analogamente, poih�e nella (16.2.12) prevalgono i termini ontenenti k21k22 , si ha:brn ' � � ��(k2r) [k2rjn(k2r)℄�r=a� ��(k2r) [k2rh(1)n (k2r)℄�r=a (16:2:14)Poih�e h(1)n (k2a) = jn(k2a) + i nn(k2a), questi oeÆienti si possono anhe metteresotto la forma arn ' i ein sin n ; brn ' i ei0n sin 0n (16:2:15)dove tan n = jn(k2a)nn(k2a) ; tan 0n = � ��(k2r) [k2rjn(k2r)℄�r=a� ��(k2r) [k2rnn(k2r)℄�r=a (16:2:16)
�E utile fare delle osservazioni sulla ostituzione dei ampi elettrii e magnetii relativialla sfera.Poih�e la omponente radiale di ogni funzione ~m pdmn �e nulla aade he:se i oeÆienti arn sono tutti nulli e sono eitate solo le brn, il ampo ha una omponenteradiale di ~E ma il vettore ampo magnetio �e sempre perpendiolare al raggio vettore. Nesegue quindi he il ampo rappresentato dai oeÆienti brn �e di tipo TM (trasverso magne-tio). In questo aso si deve avere una distribuzione di arihe elettrihe sulla super�iedella sfera. Se invee sono eitate solo le arn, il ampo elettrio �e trasversale io�e il ampo�e di tipo TE.Si pu�o veri�are failmente he a distanze molto grandi dalla sfera, la omponente radi-ale del ampo seondario si annulla ome 1r2 , mentre le omponenti tangenziali E(r)� e E(r)�deresono ome 1r . In questa regione il ampo �e trasversale alla direzione di propagazione,e le omponenti E(r)� ed E(r)� sono perpendiolari fra loro e in generale di�erisono in fase.La radiazione seondaria irradiata dalla sfera �e polarizzata ellittiamente. Vi sono due di-rezioni he fanno eezione: infatti quando � = 0, E(r)� = 0 e quando � = �2 , E(r)� = 0. Peronseguenza la radiazione seondaria �e polarizzata linearmente nella direzione dell'asse xe dell'asse y. Quanto detto sopra si riferise alla situazione in ui l'onda inidente �e pola-rizzata linearmente nella direzione dell'asse x. Se l'onda primaria non �e polarizzata, omenel aso di lue naturale, la radiazione seondaria risulta parzialmente polarizzata e questapolarizzazione dipende dalla direzione di osservazione. Questo e�etto �e stato studiato aproposito della di�usione della lue da parte delle sospensioni di partielle olloidali.Quanto sopra si evidenzia meglio espliitando le espressioni dei ampi (16.1.1), (16.1.2)e (16.1.3). 16 - 6



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||Campo elettrio inidente
E(i)r = �E0e�i!t 1Xn=1 in+1 2n+ 1n(n+ 1) h~n(1)p1nir == �E0e�i!t os�k2r 1Xn=1 in+1(2n+ 1)jn(k2r)P 1n(os �) (16:2:17)E(i)� = E0e�i!t 1Xn=1 in 2n+ 1n(n+ 1) h~m(1)d1ni� � E0e�i!t 1Xn=1 in+1 2n+ 1n(n+ 1) h~n(1)p1ni� == os�sin � E0e�i!t 1Xn=1 in 2n+ 1n(n+ 1)jn(k2r)P 1n(os �)�� os�k2r E0e�i!t 1Xn=1 in+1 2n+ 1n(n+ 1) � ��(k2r)hk2rjn(k2r)i� ���hP 1n(os �)i (16:2:18)E(i)� = E0e�i!t 1Xn=1 in 2n+ 1n(n+ 1) h~m(1)d1ni� � E0e�i!t 1Xn=1 in+1 2n+ 1n(n+ 1) h~n(1)p1ni� == � sin�E0e�i!t 1Xn=1 in 2n+ 1n(n+ 1)jn(k2r)�P 1n�� ++ sin�k2r sin �E0e�i!t 1Xn=1 in+1 2n+ 1n(n+ 1) � ��(k2r)hk2rjn(k2r)i�P 1n(os �) (16:2:19)Campo magnetio inidente
H(i)r = �k2E0�2! e�i!t 1Xn=1 in+1 2n+ 1n(n+ 1) h~n(1)d1nir == �E0 sin��2!r e�i!t 1Xn=1 in+1(2n+ 1)jn(k2r)P 1n(os �) (16:2:20)H(i)� = �k2E0�2! e�i!t 1Xn=1 in 2n+ 1n(n+ 1) h~m(1)p1ni� � k2E0�2! e�i!t 1Xn=1 in+1 2n+ 1n(n+ 1) h~n(1)d1ni� == k2 sin�E0�2! sin � e�i!t 1Xn=1 in 2n+ 1n(n+ 1)jn(k2r)P 1n(os �)�� E0 sin��2!r e�i!t 1Xn=1 in+1 2n+ 1n(n+ 1) � ��(k2r)hk2rjn(k2r)i� ���hP 1n(os �)i (16:2:21)16 - 7



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||H(i)� = �k2E0�2! e�i!t 1Xn=1 in 2n+ 1n(n+ 1) h~m(1)p1ni� � k2E0�2! e�i!t 1Xn=1 in+1 2n+ 1n(n+ 1) h~n(1)d1ni� == k2 os�E0�2! e�i!t 1Xn=1 in 2n+ 1n(n+ 1)jn(k2r) ��� �P 1n(os �)��� E0 os��2!r sin � e�i!t 1Xn=1 in+1 2n+ 1n(n+ 1) � ��(k2r)hk2rjn(k2r)i�P 1n(os �) (16:2:22)Campo elettrio di�usoE(r)r = �E0e�i!t 1Xn=1 in+1 2n+ 1n(n+ 1)brn h~n(3)p1nir == �E0 os�k2r e�i!t 1Xn=1 in+1(2n+ 1)brnh(1)n (k2r)P 1n(os �) (16:2:23)E(r)� = E0e�i!t 1Xn=1 in 2n+ 1n(n+ 1)arn h~m(3)d1ni� � E0e�i!t 1Xn=1 in+1 2n+ 1n(n+ 1)brn h~n(3)p1ni� == os�sin � E0e�i!t 1Xn=1 in 2n+ 1n(n+ 1)arnh(1)n (k2r)P 1n(os �)�� os�k2r E0e�i!t 1Xn=1 in+1 2n+ 1n(n+ 1)brn� ��(k2r)hk2rh(1)n (k2r)i� ���hP 1n(os �)i (16:2:24)E(r)� = E0e�i!t 1Xn=1 in 2n+ 1n(n+ 1)arn h~m(3)d1ni� �E0e�i!t 1Xn=1 in+1 2n+ 1n(n+ 1)brn h~n(3)p1ni� == � sin�E0e�i!t 1Xn=1 in 2n+ 1n(n+ 1)arnh(1)n (k2r)�P 1n�� ++ sin�k2r sin �E0e�i!t 1Xn=1 in+1 2n+ 1n(n+ 1)brn� ��(k2r)hk2rh(1)n (k2r)i�P 1n(os �) (16:2:25)Campo magnetio di�usoH(r)r = � k2!�2E0e�i!t 1Xn=1 in+1 2n+ 1n(n+ 1)arn h~n(3)d1nir == � sin��2!rE0e�i!t 1Xn=1 in+1(2n+ 1)arnh(1)n (k2r)P 1n(os �) (16:2:26)16 - 8



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||H(r)� = � k2!�2E0e�i!t 1Xn=1 in 2n+ 1n(n+ 1)brn h~m(3)p1ni�� k2!�2E0e�i!t 1Xn=1 in+1 2n+ 1n(n+ 1)arn h~n(3)d1ni�== k2 sin��2! sin �E0e�i!t 1Xn=1 in 2n+ 1n(n+ 1)brnh(1)n (k2r)P 1n(os �)�� sin��2!rE0e�i!t 1Xn=1 in+1 2n+ 1n(n+ 1)arn� ��(k2r)hk2rh(1)n (k2r)i� ���hP 1n(os �)i (16:2:27)H(r)� = � k2!�2E0e�i!t 1Xn=1 in 2n+ 1n(n+ 1)brn h~m(3)p1ni�� k2!�2E0e�i!t 1Xn=1 in+1 2n+ 1n(n+ 1)arn h~n(3)d1ni�== k2 os��2! E0e�i!t 1Xn=1 in 2n+ 1n(n+ 1)brnh(1)n (k2r)�P 1n�� �� os��2!r sin �E0e�i!t 1Xn=1 in+1 2n+ 1n(n+ 1)arn� ��(k2r)hk2rh(1)n (k2r)i�P 1n(os �) (16:2:28)Dalla disussione di pagina 16-6 e dalle formule espliite dei ampi di�usi si deduehe il ampo elettromagnetio di�uso da una sfera di raggio a si pu�o onsiderare omesovrapposizione di un ampo elettromagnetio TE e di un ampo elettromagnetio TM.Le espressioni di tali ampi separati sono riportati di seguito.Campi di�usi tipo \TE" (o magnetihe)E(r)r = 0E(r)� = os�sin � E0e�i!t 1Xn=1 in 2n+ 1n(n+ 1)arnh(1)n (k2r)P 1n(os �)E(r)� = � sin�E0e�i!t 1Xn=1 in 2n+ 1n(n+ 1)arnh(1)n (k2r)�P 1n��H(r)r = � sin��2!rE0e�i!t 1Xn=1 in+1(2n+ 1)arnh(1)n (k2r)P 1n(os �)H(r)� = � sin��2!rE0e�i!t 1Xn=1 in+1 2n+ 1n(n+ 1)arn� ��(k2r)hk2rh(1)n (k2r)i� �P 1n��H(r)� = � os��2!r sin �E0e�i!t 1Xn=1 in+1 2n+ 1n(n+ 1)arn� ��(k2r)hk2rh(1)n (k2r)i�P 1n(os �)16 - 9



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||Campi di�usi tipo \TM" (o elettrihe)E(r)r = �os�k2r E0e�i!t 1Xn=1 in+1(2n+ 1)brnh(1)n (k2r)P 1n(os �)E(r)� = �os�k2r E0e�i!t 1Xn=1 in+1 2n+ 1n(n+ 1)brn� ��(k2r)hk2rh(1)n (k2r)i� �P 1n��E(r)� = sin�k2r sin �E0e�i!t 1Xn=1 in+1 2n+ 1n(n+ 1)brn� ��(k2r)hk2rh(1)n (k2r)i�P 1n(os �)H(r)r = 0H(r)� = k2 sin��2! sin �E0e�i!t 1Xn=1 in 2n+ 1n(n+ 1)brnh(1)n (k2r)P 1n(os �)H(r)� = k2 os��2! E0e�i!t 1Xn=1 in 2n+ 1n(n+ 1)brnh(1)n (k2r)�P 1n��16.3 - Radiazione totale esterna.Il ampo risultante in un punto qualsiasi esterno alla sfera �e la somma dei ampiprimario e seondario ~E = ~Ei + ~Er ; ~H = ~Hi + ~Hr (16:3:1)Consideriamo una super�ie sferia di raggio r onentria alla sfera di�rangente.La normale a tale super�ie oinide on il versore êr. Indihiamo on ~S() il vettore diPoynting omplesso, si ha:~S() � n̂ = ~S() � êr = S()r = 12 �E�H�� �E�H�� � (16:3:2)Sr india la omponente radiale del vettore di Poynting omplesso; naturalmente leomponenti dei ampi he �gurano nella (16.3.2) ontengono sia quelle relative al ampoinidente he quelle relative al ampo di�uso (o riesso) dalla sfera. Pertanto, la (16.3.2)si pu�o espliitare:S()r = 12n(Ei� + Er�) �H�i� +H�r��� (Ei� +Er�) (H�i� +H�r�)o == 12 �Ei�H�i� � Ei�H�i��+ 12 �Er�H�r� � Er�H�r��++ 12 �Ei�H�r� + Er�H�i� �Ei�H�r� � Er�H�i�� (16:3:3)
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||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||La parte reale di S()r integrata sulla super�ie della sfera i fornise la potenza nettahe la attraversa. Essa �e, quindi, ostituita dai seguenti tre integrali:I) Re Z �0 Z 2�0 12 �Ei�H�i� � Ei�H�i�� r2 sin �d�d� (16:3:4)II) Re Z �0 Z 2�0 12 �Er�H�r� � Er�H�r�� r2 sin �d�d� (16:3:5)III) Re Z �0 Z 2�0 12 �Ei�H�r� + Er�H�i� �Ei�H�r� � Er�H�i�� r2 sin �d�d� (16:3:6)Il primo integrale rappresenta la potenza netta assoiata all'onda inidente imper-turbata e quindi �e nullo se il mezzo �e un dielettrio perfetto (�2 = 0).Il seondo integrale misura la potenza verso l'esterno assoiata all'onda seondaria odi�usa dalla sfera.Il signi�ato del III) integrale si evine dall'appliazione del teorema di Poynting ilquale a�erma he la potenza he attraversa una super�ie hiusa deve essere eguale, inondizioni stazionarie, alla potenza dissipata (Pa) all'interno del volume, io�e:PII + PIII = �Pa (16:3:7)da ui PIII = �PII � Pa (16:3:8)PIII rappresenta, quindi, la potenza totale sottratta all'onda primaria e dissipata omealore ed energia irraggiata. Nel nostro aso Pa rappresenta la potenza assorbita dalla sfera(e trasformata in alore) a ausa della sua onduibilit�a non nulla.Per alolare PIII e PII he hiameremo rispettivamente Pt (potenza totale) e Pd(potenza di�usa) onsideriamo \far �eld" in modo da potere introdurre nelle espressionidei ampi le espressioni asintotihe delle funzioni di Bessel.16.4 - Calolo della potenza di�usa e totalePer il alolo della potenza di�usa, per mezzo della (16.3.5), oorre, ome si vededalle formule per i ampi (16.2.24) e (16.2.28), (16.2.25) e (16.2.27), la valutazione deiseguenti integrali di ui diamo il risultato:a) Z �0 1sin �P 1n(os �)�P 1m�� sin �d� = 0 8 n;m (16:4:1)b) Z �0 1sin2 �P 1n(os �)P 1m(os �) sin �d� = 8<: 0 m 6= n(n+ 1)!(n� 1)! m = n (16:4:2)) Z �0 �P 1n�� �P 1m�� sin �d� = 8<: 0 m 6= nn(n+ 1)2n+ 1 (2n2 � 1) m = n (16:4:3)16 - 11



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||Pertanto proediamo alla valutazione dell'integrale (16.3.5) per il alolo della potenzadi�usa.Z �0 Z 2�0 12 �Er�H�r� �Er�H�r�� r2 sin �d�d� = � �2�2!rE20 1Xn=1(�1)n+1i2n+1 � 2n+ 1n(n+ 1)�2 �� jarnj2 h(1)n (k2r)� ��(k2r)�k2rh(1)n �(k2r)�� r2 (n+ 1)!(n� 1)! � �2�2!rE20 1Xn=1(�1)ni2n+1�� � 2n+ 1n(n+ 1)�2 jbrnj2� ��(k2r)�k2rh(1)n (k2r)��h(1)n �(k2r)r2n(n+ 1)2n+ 1 (2n2 � 1)� �2�2!r ��E20 1Xn=1(�1)n+1i2n+1 � 2n+ 1n(n+ 1)�2 jarnj2 h(1)n (k2r)� ��(k2r)�k2rh(1)n �(k2r)�� r2n(n+ 1)2n+ 1 �� (2n2 � 1)� �2�2!rE20 1Xn=1(�1)ni2n+1 � 2n+ 1n(n+ 1)�2 jbrnj2� ��(k2r)�k2rh(1)n (k2r)�� �� h(1)n �(k2r)r2 (n+ 1)!(n� 1)! (16:4:4)he si pu�o anora srivere:Z �0 Z 2�0 12 �Er�H�r� �Er�H�r�� r2 sin �d�d� = � �2�2!rE20 1Xn=1(�1)n+1i2n+1 � 2n+ 1n(n+ 1)�2 �� jarnj2 h(1)n (k2r)� ��(k2r)�k2rh(1)n �(k2r)�� r2 �n(n+ 1) + n(n+ 1)2n+ 1 (2n2 � 1)��� �2�2!r �E20 1Xn=1(�1)ni2n+1 � 2n+ 1n(n+ 1)�2 jbrnj2� ��(k2r)�k2rh(1)n (k2r)��h(1)n �(k2r)r2�� �n(n+ 1)2n+ 1 (2n2 � 1) + n(n+ 1)� = �r�2!E20 1Xn=1(�1)ni2n+1(2n+ 1)( jarnj2 h(1)n (k2r)�� � ��(k2r)�k2rh(1)n �(k2r)��� jbrnj2 � ��(k2r)�k2rh(1)n (k2r)��h(1)n �(k2r)) (16:4:5)La parte reale della (16.4.5) i fornise la potenza di�usa dalla sfera.Una formula pi�u semplie e molto utile si ottiene onsiderando la (16.4.5) nella \farzone" introduendo le espressioni asintotihe delle funzioni di Bessel.Si ha per �� 1 h(1)n (�) ' 1�(�i)n+1ei� (16:4:6)16 - 12



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||Dalla (16.4.6) segue he: h(1)n �(�) ' 1�in+1e�i����h�h(1)n (�)i ' �(�1)nin+2ei����h�h(1)n �(�)i ' �in+2e�i�Quindi per k2r� 1h(1)n (k2r) � ��(k2r)�k2rh(1)n �(k2r)�� = � ik2r� ��(k2r)�k2rh(1)n (k2r)��h(1)n �(k2r) = ik2rFinalmente:Z �0 Z 2�0 12 �Er�H�r� � Er�H�r�� r2 sin �d�d� = �k2�2!E20 1Xn=1(2n+ 1)� jarnj2 + jbrnj2�In de�nitiva, quindi:Pd = �E20k22 r �2�2 1Xn=1(2n+ 1)� jarnj2 + jbrnj2� (16:4:7)Con analoghi aloli si pu�o trovare la potenza totale sottratta all'onda primaria datadalla (16.3.6) Pt = �E20k22 r �2�2Re 1Xn=1(2n+ 1)�arn + brn� (16:4:8)Se, al solito, indihiamo on P la densit�a di potenza assoiata all'onda inidente,io�e P = 12E20r �2�2 , si de�nise sezione di di�usione della sfera il rapporto fra la potenzadi�usa e la densit�a di potenza inidente. Essa, se alolata on la teoria rigorosa, si suoleindiare on Qd e si ha: Qd = 2�k22 1Xn=1(2n+ 1)� jarnj2 + jbrnj2� (16:4:9)16 - 13



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||Analogamente si de�nise la sezione di potenza sottratta all'onda inidente, ottenendo:Qt = 2�k22 Re 1Xn=1(2n+ 1)�arn + brn� (16:4:10)Se la onduibilit�a o la ostante dielettria della sfera �e os�� grande da essere jk1aj � 1,nella (16.4.9) e (16.4.10) si possono introdurre le approssimazioni (16.2.15) e (16.2.16)ottenendo: Qd = 2�k22 1Xn=1(2n+ 1)� sin2 n + sin2 0n� (16:4:11)Qt = 2�k22 Re 1Xn=1 i(2n+ 1)�ein sin n + ei0n sin 0n� (16:4:12)
Se la sfera non assorbe, n e 0n sono reali, nel qual aso �e evidente he Qd = �Qt.16.5 - Casi limite.Le formule preedenti (16.4.9) e (16.4.10) valgono nella \far zone" io�e per k2r � 1ossia a distanze molto grandi rispetto alla lunghezza d'onda della radiazione inidente; laloro validit�a �e, per�o, generale per quanto riguarda le dimensioni della sfera in relazionealla lunghezza d'onda della radiazione inidente. �E hiaro, quindi he, per quanto ap-parentemente le formule preedenti siano molto semplii in forma, il alolo numerio deioeÆienti presenta di solito notevoli diÆolt�a.Vi sono due asi limite he si possono trattare on una erta failit�a e fornisonoimportanti informazioni �sihe.Caso I: jk2aj � 1 (a� �)Questo rappresenta il aso di una sfera (omunque siano i suoi parametri ostitutivi) ilui raggio a �e molto maggiore della lunghezza d'onda della radiazione inidente.Questa approssimazione si pu�o utilizzare per spiegare quantitativamente l'arobaleno.In tal aso si possono avere delle formule sempli�ate per i oeÆienti arn e brn intro-duendo le espressioni asintotihe al posto delle funzioni di Bessel di argomento k2a nella(16.2.11) e nella (16.2.12). 16 - 14



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||Poniamo, quindi: jn(k2a) ' 1k2a os�k2a� n+ 12 ��� ��(k2r)hk2rjn(k2r)i�r=a ' � sin�k2a� n+ 12 ��h(1)n (k2a) ' 1k2a(�i)n+1eik2a� ��(k2r)hk2rh(1)n (k2r)i�r=a ' �(�1)nin+2eik2a (16:5:1)
Osserviamo, subito, he jk1j � jk2j sempre; pertanto anhe jk1aj � jk2aj, quindi glisviluppi (16.5.1) valgono anhe per le funzioni di Bessel di argomento k1a he�gurano nella (16.2.11) e nella (16.2.12).E�ettuando tali sostituzioni nella (16.2.11) si ha:arn = ��� �1 1k1a os�k1a� n+ 12 �� sin�k2a� n+ 12 ��+ �2 1k2a os�k2a� n+ 12 �� �� sin�k1a� n+ 12 ���,��1 1k1a os�k1a� n+ 12 ����(�1)nin+2eik2a�++�2 1k2a(�i)n+1eik2a sin�k1a� n+ 12 ���Poniamo: x = k2a� n+ 12 � y = k1a� n+ 12 � (16:5:2)

arn = � ��1 1k1a os y sinx+ �2 1k2a osx sin y�1 1k1a os y �(�i)neik2a�+ �2 1k2a (�i)(�i)neik2a sin yMoltipliando numeratore e denominatore per k1a, dividendo numeratore e denomi-natore per os y e raggruppando si ottiene:arn = ine�ik2a�1 sinx� �2 k1k2 osx tan y�1 � i�2 k1k2 tan y (a� �) (16:5:3)16 - 15



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||Analogamente e�ettuando le sostituzioni (16.5.1) nella (16.2.12) si ottiene:brn = ����1 1k2a os�k2a� n+ 12 �� sin�k1a� n+ 12 ��+�2 k21k22 1k1a os�k1a� n+ 12 ���� sin�k2a� n+ 12 ���,�� �1 1k2a(�i)n+1eik2a sin�k1a� n+ 12 �����2 k21k22 1k1a os�k1a� n+ 12 ����(�1)nin+2eik2a� �E�ettuando le sostituzioni (16.5.2), moltipliando numeratore e denominatore per k2a,dividendo numeratore e denominatore per os y e tenendo presente he:�(�1)nin+2 = i(�1)n+1in+1 = i(�i)n+1si ottiene: brn = ���1 osx tan y + �2 k1k2 sinx��1 tan y � i�2 k1k2 in+1e�ik2aio�e: brn = �in+1e�ik2a �1 osx tan y � �2 k1k2 sinx�1 tan y + i�2 k1k2 (a� �) (16:5:4)I oeÆienti sono funzioni osillanti di a e dell'ordine n. Piole variazioni di a (o dik1, o di k2) e di n possono provoare grandi variazioni nel valore dei oeÆienti. Il valoreassoluto dei oeÆienti osilla fra i limiti 0 e 1.Se nella (16.5.3) si sostituise n on n+1, si osserver�a he arn+1 ' �brn io�e: l'ampiezzadi una osillazione elettria di ordine n ha approssimativamente lo stesso valore dellaampiezza dell'osillazione magnetia dell'ordine suessivo.�E da notare he le espressioni asintotihe delle funzioni di Bessel sono valide �nh�el'ordine n �e molto minore degli argomenti di jk1aj e jk2aj.Caso II: jk2aj � 1 (a� �)Nel aso in ui jk2aj � 1, sostituiamo nella (16.2.11) e nella (16.2.12) i primi terminidello sviluppo in serie delle funzioni di Bessel sia per quelle di argomento k2a he per quelledi argomento k1a.Si ha: jn(�) ' 2n n!(2n+ 1)!�n�1� n+ 1(2n+ 2)(2n+ 3)�2� (16:5:5)h(1)n (�) ' i2n (2n)!n! 1�n+1 (16:5:6)16 - 16



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||Ne segue:d[�jn(�)℄d� ' dd� �2n n!(2n+ 1)!�n+1 �1� n+ 1(2n+ 2)(2n+ 3)�2�� == 2nn!(n+ 1)(2n+ 1)! �n�1� n+ 1(2n+ 2)(2n+ 3)�2�+ 2n n!(2n+ 1)!�n+1�� 2(n+ 1)(2n+ 2)(2n+ 3)��== 2nn!(n+ 1)(2n+ 1)! �n�1� n+ 3(2n+ 2)(2n+ 3)�2� (16:5:7)d[�h(1)n (�)℄d� ' dd� � i2n (2n)!n! 1�n � = � i2n (2n)!n! n�n�1�2n = � i2n (2n)!n! n�n+1 (16:5:8)Caloliamo, ora, i prodotti parziali he ompaiono nella (16.2.11):�1jn(k1a)� ��(k2r) [k2rjn(k2r)℄�r=a ==�1(n+ 1) � 2nn!(2n+ 1)!�2(k1a)n(k2a)n�1� (n+ 1)(k1a)2(2n+ 2)(2n+ 3)��1� (n+ 3)(k2a)2(2n+ 2)(2n+ 3)�==�1(n+ 1) � 2nn!(2n+ 1)!�2(k1a)n(k2a)n�1� (n+ 1)(k1a)2(2n+ 2)(2n+ 3) � (n+ 3)(k2a)2(2n+ 2)(2n+ 3)�(16:5:9)avendo trasurato il termine ontenente il prodotto (k1a)2(k2a)2.�2jn(k2a)� ��(k1r) [k1rjn(k1r)℄�r=a ==�2(n+ 1) � 2nn!(2n+ 1)!�2(k1a)n(k2a)n�1� (n+ 1)(k2a)2(2n+ 2)(2n+ 3)��1� (n+ 3)(k1a)2(2n+ 2)(2n+ 3)�==�2(n+ 1) � 2nn!(2n+ 1)!�2(k1a)n(k2a)n�1� (n+ 1)(k2a)2(2n+ 2)(2n+ 3) � (n+ 3)(k1a)2(2n+ 2)(2n+ 3)�(16:5:10)avendo trasurato il termine ontenente il prodotto (k1a)2(k2a)2.Analogamente si ha:�1jn(k1a)� ��(k2r) [k2rh(1)n (k2r)℄�r=a == �1 2nn!(2n+ 1)!(k1a)n�1� (n+ 1)(k1a)2(2n+ 2)(2n+ 3)��� i2n (2n)!n! n(k2a)n+1� (16:5:11)
�2h(1)n (k2a)� ��(k1r) [k1rjn(k1r)℄�r=a == �2 i2n (2n)!n! 1(k2a)n+1 2nn!(n+ 1)(2n+ 1)! (k1a)n�1� (n+ 3)(k1a)2(2n+ 2)(2n+ 3)� (16:5:12)16 - 17



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||Il numeratore della (16.2.11) si pu�o, allora, srivere:�1jn(k1a)� ��(k2r) [k2rjn(k2r)℄�r=a � �2jn(k2a)� ��(k1r) [k1rjn(k1r)℄�r=a == (n+ 1) � 2nn!(2n+ 1)!�2 (k1a)n(k2a)n��1 � �1 (n+ 1)(k1a)2(2n+ 2)(2n+ 3) � �1 (n+ 3)(k2a)2(2n+ 2)(2n+ 3) ���2 + �2 (n+ 1)(k2a)2(2n+ 2)(2n+ 3) + �2 (n+ 3)(k1a)2(2n+ 2)(2n+ 3)� ==(n+ 1)� 2nn!(2n+ 1)!�2(k1a)n(k2a)n��1 � �2 � �1(k2a)2(2n+ 2)(2n+ 3)�(n+ 1)k21k22 + (n+ 3)�++ �2(k2a)2(2n+ 2)(2n+ 3) �(n+ 1) + (n+ 3)k21k22 �� (16:5:13)Il denominatore della (16.2.11) si pu�o, allora, srivere:�1jn(k1a)� ��(k2r) [k2rh(1)n (k2r)℄�r=a � �2h(1)n (k2a)� ��(k1r) [k1rjn(k1r)℄�r=a == � 2nn!(2n+ 1)!(k1a)n� i2n� (2n)!n! 1(k2a)n+1 ��1n�1� (n+ 1)(k1a)2(2n+ 2)(2n+ 3)�++�2(n+ 1)�1� (n+ 3)(k1a)2(2n+ 2)(2n+ 3)�� (16:5:14)Trasurando i termini ontenenti (k1a)2, la (16.5.14) diventa�1jn(k1a)� ��(k2r) [k2rh(1)n (k2r)℄�r=a � �2h(1)n (k2a)� ��(k1r) [k1rjn(k1r)℄�r=a == � 2nn!(2n+ 1)!(k1a)n� i2n� (2n)!n! 1(k2a)n+1 (�1n+ �2(n+ 1)) (16:5:15)Pertanto la (16.2.11) diventa:arn ' �i 22nn!(n+ 1)!(2n)!(2n+ 1)! (k2a)2n+1[�1n+ �2(n+ 1)℄ 8><>:�1 � �2�� �1 �(n+ 1)k21k22 + (n+ 3)�� �2 �(n+ 1) + (n+ 3)k21k22 �(2n+ 2)(2n+ 3) (k2a)29>>=>>; (16:5:16)Con lo stesso proedimento, si ha:brn ' i 22nn!(n+ 1)!(2n)!(2n+ 1)! (k2a)2n+1�1(n+ 1) + �2 k21k22 n 8><>:�1 � �2 k21k22�16 - 18



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||� �1 �(n+ 1) + (n+ 3)k21k22 �� �2 k21k22 �(n+ 3) + (n+ 1)k21k22 �(2n+ 2)(2n+ 3) (k2a)29>>=>>; (16:5:17)Se k2a �e tanto piolo da potere trasurare tutte le potenze superiori alla quinta, bastaonsiderare solo i oeÆienti �no all'ordine n = 2.ar1 ' �2i3 (k2a)3�1 + 2�2 ��1 � �2 � 110 ��1�2 + k21k22�� �2 �1 + 2k21k22�� (k2a)2�ar2 ' � i15 �1 � �22�1 + 3�2 (k2a)5br1 ' 2i3 (k2a)32�1 + �2 k21k22 ��1 � �2 k21k22 � 110 ��1 �1 + 2k21k22�� �2 k21k22 �2 + k21k22�� (k2a)2�br2 ' i15 �1 � �2 k21k223�1 + 2�2 k21k22 (k2a)5Se ammettiamo inoltre he �1 = �2, queste espressioni si riduono alle:ar1 ' � i45 �k21k22 � 1� (k2a)5 (16:5:18)ar2 = 0 (16:5:19)br1 ' �2i3 2664 k21k22 � 1k21k22 + 2(k2a)3 � 110 k41k42 � 1k21k22 + 2(k2a)53775 (16:5:20)
br2 ' � i15 k21k22 � 12k21k22 + 3(k2a)5 (16:5:21)Quando il rapporto fra il raggio a della sfera e la lunghezza d'onda della radiazioneinidente �e tanto piolo da poter trasurare i termini ontenenti (k2a)5 rispetto a quelliontenenti (k2a)3, l'unio oeÆiente diverso da zero �e:br1 ' �2i3 k21k22 � 1k21k22 + 2(k2a)3 (16:5:22)16 - 19



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||he i riporta al aso dello sattering di Rayleigh.Infatti sostituendo la (16.5.22) nella (16.4.9), per la sezione di di�usione si ottiene:Qd ' 2�k22 349k22a2(k2a)4 �������� k21k22 � 1k21k22 + 2 ��������2 (a� �) (16:5:23)
Ora, poih�e k21 = !2�1�+ i��! e k22 = !2�0�, si ha: k21 = k22k on k = �r1 + i �!�0 , nesegue he: Qd ' 83�a2�k2a�4 ����k � 1k + 2 ����2 (16:5:24)he oinide on la formula (14.2.7) he i fornise la sezione di sattering di Rayleigh. �Eevidente he k2 �e la ostante di propagazione dell'onda inidente os�� ome lo �e k0 nella(14.2.7).Questa �e la elebre legge di Rayleigh per la di�usione, appliata per spiegare l'azzurrodel ielo.La lue he i arriva dal ielo, a meno he l'osservatore guardi direttamente il sole,�e di�usa dalle partielle di polvere o dalle moleole dell'atmosfera; poih�e la lunghezzad'onda della lue visibile �e molto maggiore del raggio di queste partielle submirosopihevale la (16.5.24) io�e la legge dell'inverso della quarta potenza della lunghezza d'onda daui disende he le lunghezze d'onda pi�u orte della lue naturale emessa dal sole sono pi�udi�use rispetto a quelle pi�u prossime all'estremit�a rossa dello spettro.Se si guarda direttamente il sole, si vede l'e�etto opposto, perh�e essendo pi�u di�usol'azzurro, la sua intensit�a nel fasio diretto �e indebolita e quindi predomina il rosso. Questoe�etto si aentua quando il sole �e viino all'orizzonte, perh�e allora la lue attraversa unaregione atmosferia ria di partielle di polvere. Le varie sfumature della nebbia e delfumo si possono spiegare nello stesso modo, ed �e noto he i olori di sospensioni olloidalidi partielle metallihe in liquidi o gas spesso sono ompletamente di�erenti dal oloredel metallo stesso. Tuttavia, al resere del raggio delle partielle, i termini di ordine pi�uelevato dello sviluppo dei oeÆienti arn e brn inuisono sempre maggiormente. In questoultimo aso il arattere selettivo della di�usione di Rayleigh sompare e diventa impossibileprevedere in modo semplie la on�gurazione della radiazione di�usa. Poih�e la radiazionedi�usa he segue la legge di Rayleigh �e di tipo dipolare io�e la partiella si omporta omeun dipolo elettrio osillante, i ampi assoiati a termini pi�u elevati di n = 1 si interpretanoome generati da multipoli elettrii e magnetii.16.6 - Campi di�usi far �eld�E interessante gra�are i ampi di�usi far �eld; per questo risriviamo le espressionidi tali ampi dati nel paragrafo 16.2 sostituendo in esse le espressioni asintotihe delle16 - 20



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||funzioni di Bessel e, preisamente:h(1)n (k2r) ' 1k2r (�i)n+ 1eik2r��(k2r) hk2rh(1)n (k2r)i ' �(�1)n �in+ 2� eik2r (16:6:1)
Campo elettrio di�uso far �eldE(r)r = �E0 os�k2r e�i!t 1Xn=1 in+1(2n+ 1)brn 1k2r (�i)n+1eik2rP 1n(os �) (16:6:2)E(r)� = os�sin � E0e�i!t 1Xn=1 in 2n+ 1n(n+ 1)arn 1k2r (�i)n+1eik2rP 1n(os �)�� os�k2r E0e�i!t 1Xn=1 in+1 2n+ 1n(n+ 1)brn h�(�1)n �i(n+2)�i eik2r �P 1n�� (16:6:3)E(r)� = � sin�E0e�i!t 1Xn=1 in 2n+ 1n(n+ 1)arn 1k2r (�i)n+1eik2r �P 1n�� ++ sin�k2r sin �E0e�i!t 1Xn=1 in+1 2n+ 1n(n+ 1)brn h�(�1)n �i(n+2)�i eik2rP 1n(os �) (16:6:4)Campo magnetio di�uso far �eldH(r)r = � sin��2!rE0e�i!t 1Xn=1 in+1(2n+ 1)arn 1k2r (�i)n+1eik2rP 1n(os �) (16:6:5)H(r)� = k2 sin��2! sin �E0e�i!t 1Xn=1 in 2n+ 1n(n+ 1)brn 1k2r (�i)n+1eik2rP 1n(os �)�� sin��2!rE0e�i!t 1Xn=1 in+1 2n+ 1n(n+ 1)arn h�(�1)n �i(n+2)�i eik2r �P 1n�� (16:6:6)H(r)� = k2 os��2! E0e�i!t 1Xn=1 in 2n+ 1n(n+ 1)brn 1k2r (�i)n+1eik2r �P 1n�� �� os��2!r sin �E0e�i!t 1Xn=1 in+1 2n+ 1n(n+ 1)arnh�(�1)ni(n+2)ieik2rP 1n(os �) (16:6:7)16 - 21



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||Tenendo onto he sussistono le seguenti relazioni:in � (�i)n+1 = �iin+1 � (�i)(n+1) = 1in+1 � h�(�1)n �i(n+2)�i = ii ampi far �eld si possono srivere:Campo elettrio di�uso far �eldE(r)r = � 1k2r eik2r E0 os�k2r e�i!t 1Xn=1(2n+ 1)brnP 1n(os �) (16:6:8)E(r)� = � ik2r eik2r os�E0e�i!t( 1Xn=1 2n+ 1n(n+ 1) �arnP 1n(os �)sin � + brn �P 1n�� �) (16:6:9)E(r)� = sin� ik2r eik2rE0e�i!t( 1Xn=1 2n+ 1n(n+ 1) �arn �P 1n�� + brnP 1n(os �)sin � �) (16:6:10)Campo magnetio di�uso far �eldH(r)r = � sin��2!rE0e�i!t 1k2r eik2r 1Xn=1(2n+ 1)arnP 1n(os �) (16:6:11)H(r)� = �k2 sin��2! E0e�i!t ik2r eik2r(1Xn=1 2n+ 1n(n+ 1)�brnP 1n(os �)sin � + arn �P 1n�� �)(16:6:12)H(r)� = �k2 os��2! E0e�i!t ik2r eik2r(1Xn=1 2n+ 1n(n+ 1)�brn �P 1n�� + arnP 1n(os �)sin � �)(16:6:13)Sriviamo, ora, la prima armonia dei ampi:Prima armonia del ampo di�uso far �eldE(r)r = � 1k2r eik2r E0 os�k2r e�i!t3br1 sin � (16:6:14)16 - 22



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||E(r)� = � ik2r eik2r os�E0e�i!t 32 [ar1 + br1 os �℄ (16:6:15)E(r)� = sin� ik2r eik2rE0e�i!t 32 [ar1 os � + br1℄ (16:6:16)H(r)r = � sin��2!rE0e�i!t 1k2r eik2r3ar1 sin � (16:6:17)H(r)� = �k2 sin��2! E0e�i!t ik2r eik2r 32 [br1 + ar1 os �℄ (16:6:18)H(r)� = �k2 os��2! E0e�i!t ik2r eik2r 32 [br1 os � + ar1℄ (16:6:19)
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||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||16.7 - Diagrammi delle funzioni di Legendre e di Bessel
Prima di valutare il diagramma di radiazione del ampo di�ratto �e utile fare unaanalisi dettagliata delle funzioni di Legendre e di Bessel he �gurano nelle formule deioeÆienti arn e brn nonh�e nelle formule dei ampi. Per questo gra�hiamo in �gura 16.7-1i polinomi assoiati di Legendre P 1n(os �) per n = 1� 6; poih�e nelle espressioni dei ampi�gurano i termini P 1n(os�)sin � e dP 1n(os�)d� riportiamo i gra�i di tali funzioni nelle �gure16.7-2 e 16.7-3. In�ne nelle �gure 16.7-4, 16.7-5 e 16.7-6 riportiamo le funzioni sferihedi Bessel jn(x), le relative derivate per n = 0 � 3 e le derivate delle funzioni xjn(x) pern = 1� 3.
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||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||16.10 - Programmi Matlab per i gra�i dei paragra� preedentiPresentiamo i programmi Matlab per i gra�i di Q (denominato 'Qsfera.m') e per idiagrammi di radiazione (denominato 'Di�usf.m').Programma Matlab 'Qsfera.m'delete(get(0,'hildren'))lear all%k2 e' la ostante di propagazione in aria%k1 e' la ostante di propagazione omplessa della sfera%f e' la frequenza della radiazione inidente%a e' il raggio della sfera%rap e' il rapporto a/lambdarap=0.0010:0.01:3.5;for n=1:1:20;eps0=8.854e-12;indrifr=1.5;epsr=indrifr.^2;eps=eps0.*epsr;mu0=4.*pi.*1e-7;mur=1;mu=mu0.*mur;sigma=0;=3e8;f=1e9;lambda=./f;omega=2.*pi.*f;a=rap.*lambda;k2=omega./;k1=sqrt(omega.^2.*eps.*mu+i.*mu.*sigma.*omega);x2=k2.*a;x1=k1.*a;bes1J(n,:)=sqrt(pi./2./x1).*besselJ(n+0.5,x1);bes2J(n,:)=sqrt(pi./2./x2).*besselJ(n+0.5,x2);bes1Y(n,:)=sqrt(pi./2./x1).*besselY(n+0.5,x1);bes2Y(n,:)=sqrt(pi./2./x2).*besselY(n+0.5,x2);bes1H1(n,:)=sqrt(pi./2./x1).*besselH(n+0.5,x1);bes2H1(n,:)=sqrt(pi./2./x2).*besselH(n+0.5,x2);dbes1J(n,:)=(n.*sqrt(pi./2./x1).*besselJ(n-1+0.5,x1)-(n+1).*...sqrt(pi./2./x1).*besselJ(n+1+0.5,x1))./(2.*n+1);dbes2J(n,:)=(n.*sqrt(pi./2./x2).*besselJ(n-1+0.5,x2)-(n+1).*...sqrt(pi./2./x2).*besselJ(n+1+0.5,x2))./(2.*n+1);dbes1Y(n,:)=(n.*sqrt(pi./2./x1).*besselY(n-1+0.5,x1)-(n+1).*...16 - 42



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||sqrt(pi./2./x1).*besselY(n+1+0.5,x1))./(2.*n+1);dbes2Y(n,:)=(n.*sqrt(pi./2./x2).*besselY(n-1+0.5,x2)-(n+1).*...sqrt(pi./2./x2).*besselY(n+1+0.5,x2))./(2.*n+1);dbes1H1(n,:)=(n.*sqrt(pi./2./x1).*besselH(n-1+0.5,x1)-(n+1).*...sqrt(pi./2./x1).*besselH(n+1+0.5,x1))./(2.*n+1);dbes2H1(n,:)=(n.*sqrt(pi./2./x2).*besselH(n-1+0.5,x2)-(n+1).*...sqrt(pi./2./x2).*besselH(n+1+0.5,x2))./(2.*n+1);anum(n,:)=bes1J(n,:).*(bes2J(n,:)+x2.*dbes2J(n,:))-bes2J(n,:).*...(bes1J(n,:)+x1.*dbes1J(n,:));aden(n,:)=bes1J(n,:).*(bes2H1(n,:)+x2.*dbes2H1(n,:))-bes2H1(n,:).*...(bes1J(n,:)+x1.*dbes1J(n,:));bnum(n,:)=bes2J(n,:).*(bes1J(n,:)+x1.*dbes1J(n,:))-(k1.^2./k2.^2).*bes1J(n,:).*...(bes2J(n,:)+x2.*dbes2J(n,:));bden(n,:)=bes2H1(n,:).*(bes1J(n,:)+x1.*dbes1J(n,:))-(k1.^2./k2.^2).*bes1J(n,:).*...(bes2H1(n,:)+x2.*dbes2H1(n,:));ARN(n,:)=-(anum(n,:)./aden(n,:));BRN(n,:)=-(bnum(n,:)./bden(n,:));PARZ(n,:)=(2.*n+1).*((abs(ARN(n,:))).^2+(abs(BRN(n,:))).^2);endAN=sum(PARZ);Q=(2./x2.^2).*AN;plot(x2,Q)
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||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||Programma Matlab 'Di�usf.m'delete(get(0,'hildren'))lear all%k2 e' la ostante di propagazione in aria%k1 e' la ostante di propagazione omplessa della sfera%f e' la frequenza della radiazione inidente%a e' il raggio della sfera%rap e' il rapporto a/lambda%rap1 e' il rapporto r/lambdaeps0=8.854e-12;nrifr=9;epsr=(nrifr).^2;eps=eps0.*epsr;mu0=4.*pi.*1e-7;mur=1;mu=mu0.*mur;sigma=0;=3e8;f=1e9;rap=0.1rap1=100;phig=0;phi=phig.*pi./180;lambda=./f;omega=2.*pi.*f;a=rap.*lambda;k2=omega./;k1=sqrt(omega.^2.*eps.*mu+i.*mu.*sigma.*omega);x2=k2.*a;x1=k1.*a;thetag=0.01:1:359.99;theta=thetag.*pi./180;for n=1:1:20;bes1J(n)=sqrt(pi./2./x1).*besselJ(n+0.5,x1);bes2J(n)=sqrt(pi./2./x2).*besselJ(n+0.5,x2);bes1Y(n)=sqrt(pi./2./x1).*besselY(n+0.5,x1);bes2Y(n)=sqrt(pi./2./x2).*besselY(n+0.5,x2);bes1H1(n)=sqrt(pi./2./x1).*besselH(n+0.5,x1);bes2H1(n)=sqrt(pi./2./x2).*besselH(n+0.5,x2);dbes1J(n)=(n.*sqrt(pi./2./x1).*besselJ(n-1+0.5,x1)-(n+1).*...sqrt(pi./2./x1).*besselJ(n+1+0.5,x1))./(2.*n+1);dbes2J(n)=(n.*sqrt(pi./2./x2).*besselJ(n-1+0.5,x2)-(n+1).*...sqrt(pi./2./x2).*besselJ(n+1+0.5,x2))./(2.*n+1);16 - 44



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||dbes1Y(n)=(n.*sqrt(pi./2./x1).*besselY(n-1+0.5,x1)-(n+1).*...sqrt(pi./2./x1).*besselY(n+1+0.5,x1))./(2.*n+1);dbes2Y(n)=(n.*sqrt(pi./2./x2).*besselY(n-1+0.5,x2)-(n+1).*...sqrt(pi./2./x2).*besselY(n+1+0.5,x2))./(2.*n+1);dbes1H1(n)=(n.*sqrt(pi./2./x1).*besselH(n-1+0.5,x1)-(n+1).*...sqrt(pi./2./x1).*besselH(n+1+0.5,x1))./(2.*n+1);dbes2H1(n)=(n.*sqrt(pi./2./x2).*besselH(n-1+0.5,x2)-(n+1).*...sqrt(pi./2./x2).*besselH(n+1+0.5,x2))./(2.*n+1);anum(n)=bes1J(n).*(bes2J(n)+x2.*dbes2J(n))-bes2J(n).*...(bes1J(n)+x1.*dbes1J(n));aden(n)=bes1J(n).*(bes2H1(n)+x2.*dbes2H1(n))-bes2H1(n).*...(bes1J(n)+x1.*dbes1J(n));bnum(n)=bes2J(n).*(bes1J(n)+x1.*dbes1J(n))-(k1.^2./k2.^2).*...bes1J(n).*(bes2J(n)+x2.*dbes2J(n));bden(n)=bes2H1(n).*(bes1J(n)+x1.*dbes1J(n))-(k1.^2./k2.^2).*...bes1J(n).*(bes2H1(n)+x2.*dbes2H1(n));ARN(n)=-(anum(n)./aden(n));BRN(n)=-(bnum(n)./bden(n));ARNPRO=-(bes2J./bes2H1);BRNPRO=-(bes2J+x2.*dbes2J)./(bes2H1+x2.*dbes2H1);r=rap1.*lambda;xp2=k2.*r;PL=-Legendre(n,os(theta));PLH=-Legendre(n,os(theta+0.0000001));DPH=(PLH(2,:)-PL(2,:))./0.0000001;%XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX%valutazione del ampo elettrio e del ampo magnetio di�uso%XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXErdif(n,:)=-(1./xp2).*exp(i.*xp2).*(os(phi)./xp2).*...(2.*n+1).*BRN(n).*PL(2,:);Etdif(n,:)=-(i./xp2).*exp(i.*xp2).*os(phi).*...((2.*n+1)./(n.*(n+1))).*(ARN(n).*PL(2,:)./sin(theta)+BRN(n).*DPH);Efdif(n,:)=(i./xp2).*exp(i.*xp2).*sin(phi).*((2.*n+1)./...(n.*(n+1))).*(ARN(n).*DPH+BRN(n).*PL(2,:)./sin(theta));Hrdif(n,:)=-(1./xp2).*exp(i.*xp2).*(sin(phi)./(mu.*omega.*r)).*...(2.*n+1).*ARN(n).*PL(2,:);Htdif(n,:)=-(i./xp2).*exp(i.*xp2).*(k2.*sin(phi)./(mu.*omega))....*((2.*n+1)./(n.*(n+1))).*(BRN(n).*PL(2,:)./sin(theta)+ARN(n).*DPH);Hfdif(n,:)=-(i./xp2).*exp(i.*xp2).*(k2.*os(phi)./(mu.*omega)).*...((2.*n+1)./(n.*(n+1))).*(BRN(n).*DPH+ARN(n).*PL(2,:)./sin(theta));endErdiftot=(sum(Erdif));Etdiftot=(sum(Etdif));Efdiftot=(sum(Efdif)); 16 - 45



||||||||||| S.Barbarino - Appunti di Miroonde |||||||||||Hrdiftot=(sum(Hrdif));Htdiftot=(sum(Htdif));Hfdiftot=(sum(Hfdif));%XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX%Calolo del vettore di Poynting%XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXSdif=(1./2).*(Etdiftot.*onj(Hfdiftot)-Efdiftot.*onj(Htdiftot));DDDD=max(abs(real(Sdif)));polar(theta,abs(real(Sdif))./DDDD);semilogy(theta,abs(real(Sdif))./DDDD);zoom
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