
||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-Cap. 19Soluzione di al
uni problemi di elettrostati
a e di magnetostati
a19.1 - Sfera 
onduttri
e posta in un 
ampo elettri
o uniformeSi 
onsideri una sfera 
onduttri
e di raggio a il 
ui 
entro �e 
ollo
ato nell'origine di unsistema di riferimento 
artesiano ortogonale nello spazio. In parti
olare si �ssi il riferimentoin modo tale 
he la direzione dell'asse ~z 
oin
ida 
on quella del 
ampo elettri
o uniforme~E0. Utilizzando un sistema di 
oordinate sferi
he e s
egliendo l'asse polare 
oin
idente 
onl'asse ~z, un punto P nello spazio pu�o essere individuato dalla terna (r; �; �).Poi
h�e il sistema �e a simmetria azimutale, la funzione potenziale non dipende da �;s
egliamo, allora, � = 0 in modo 
he il piano di proiezione delle linee di forza risulti ilpiano (z; x).
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Sia � = �(r; �) la funzione potenziale in 
oordinate sferi
he 
he, data l'assenza di
ari
he elettri
he, soddisfa all'equazione di Lapla
er2� = 0 (19:1:1)
he in 
oordinate sferi
he assume la forma:1r2 ��r �r2 ���r �+ 1r2 sin � ��� �sin ����� � = 0 (19:1:2)19 - 1



||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-Cer
hiamo una soluzione parti
olare nella 
lasse delle funzioni:�(r; �) = Z(r)P (�) (19:1:3)Sostituendo si ha:1r2P (�) ddr �r2 dZ(r)dr �+ Z(r)r2sen� dd� �sen�dP (�)d� � = 0 (19:1:4)Moltipli
ando per r2 e dividendo per Z(r)P (�) si ottiene:1Z(r) ddr �r2 dZ(r)dr � = � 1P (�)sen� dd� �sen�dP (�)d� � (19:1:5)A tal punto �e evidente 
he il primo membro di tale ultima espressione �e funzione solodi r ed il se
ondo solo di �; si ha, 
io�e una espressione del tipo:F (r) = G(�) (19:1:6)
he �e soddisfatta se e solo se la F (r) e la G(�) sono entrambe eguali ad una 
ostante.Indi
ando 
on k tale 
ostante si ottiene il seguente sistema di equazioni equivalentealla equazione data: � 1P (�)sen� dd� �sen�dP (�)d� � = k (19:1:7)1Z(r) ddr �r2 dZ(r)dr � = k (19:1:8)La (19.1.7) si pu�o s
rivere:1sen� dd� �sen�dP (�)d� �+ kP (�) = 0 (19:1:9)Questa �e la 
osiddetta equazione di Legendre. Si dimostra 
he le soluzioni �si
amentea

ettabili per P (�) (
he non presentano, 
io�e, divergenze) si hanno per valori dis
reti dik ed in parti
olare per k = n(n+ 1), 
on n intero, positivo o nullo.Tali soluzioni Pn(�) 
he si ottengono al variare di n sono detti polinomi di Legendre.Di seguito sono espressi i primi quattro polinomi:n Pn(�)0 11 
os �2 12 �3 
os2 � � 1�3 12 �5 
os3 � � 3 
os ��19 - 2



||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-Dopo aver 
onsiderato la P (�), 
he �e la soluzione angolare, si prenda in 
onsiderazionela parte radiale Z(r), 
io�e l'equazione (19.1.8):1Z(r) ddr �r2 dZ(r)dr � = kMoltipli
ando per Z(r) e sostituendo a k i valori n(n+ 1), si ha:ddr �r2 dZ(r)dr � = n(n+ 1)Z(r) (19:1:10)Tale equazione di�erenziale ammette due 
lassi indipendenti di soluzioni �si
amentea

ettabili: Zn(r) = rn e Zn(r) = r�(n+1) (19:1:11)Tutto questo 
omporta per la funzione potenziale �(r; �) le seguenti due 
lassi di soluzioniindipendenti:�n = rnPn(�) e �n = r�(n+1)Pn(�) per n = 0; 1; 2; 3; � � � (19:1:12)
he sono note 
ome armoni
he zonali.La soluzione generale dell'equazione di Lapla
e �e, data la sua linearit�a, la 
ombinazionelineare di tali due 
lassi di soluzioni:�(r; �) = A1+C1r�1+A2r 
os �+C2r�2 
os �+12A3r2(3 
os2 ��1)+12C3r�3(3 
os2 ��1)+���(19:1:13)dove A e C sono 
ostanti arbitrarie.Per risolvere 
ompletamente il problema bisogna imporre 
he la soluzione generaledell'equazione di Lapla
e veri�
hi le 
ondizioni al 
ontorno sulla super�
ie della sfera ea distanza in�nita da essa. Bisogna, 
io�e, 
al
olare i valori da attribuire alle 
ostanti inmodo 
he sulla super�
ie sferi
a sia veri�
ata la 
ondizione di equipotenzialit�a e a grandidistanze dalla sfera quella 
he il 
ampo elettri
o sia eguale a quello imperturbato 
io�e al
ampo 
ostante esistente prima dell'introduzione della sfera.Quanto sopra si esprime ponendo:h ~E(r; �)ir!1 = E0bz (19:1:14)[�(r; �)℄r=a = U0 (19:1:15)Poi
h�e la soluzione del problema �e espressa in termini di funzione potenziale, bisognatradurre la 
ondizione (19.1.14) in termini di potenziale. Tenendo 
onto 
he per un 
ampoelettri
o uniforme E0bz il potenziale �e del tipo: �(x; y; z) = �E0z+
ost, e 
he in 
oordinatesferi
he polari risulta z = r 
os �, la (19.1.14) diventa:[�(r; �)℄r!1 = �E0r 
os � + 
ost (19:1:16)19 - 3



||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-Per imporre la 
ondizione (19.1.16) si osservi 
he per r ! 1, la funzione �(r; �)diventa: �(r; �) = A1 + A2r 
os � + 12A3r2(3 
os2 � � 1) + � � � (19:1:17)Ne segue 
he la (19.1.16) �e soddisfatta soltanto se:A1 = 
ost; A2 = �E0; A3 = A4 = � � � = An = 0 (19:1:18)Pertanto, l'imposizione della sola 
ondizione (19.1.16) 
ondu
e alla seguente espres-sione per �(r; �):�(r; �) = 
ost+ C1r�1 + (C2r�2 �E0r) 
os � + 32C3r�3 
os2 � � 12C3r�3 + � � � (19:1:19)Per imporre la 
ondizione (19.1.15) basta imporre 
he la funzione �(r; �) per r = asia 
ostante qualunque sia �.Deve essere, 
io�e:�(a; �) = 
ost+C1a�1+(C2a�2�E0a) 
os �+32C3a�3 
os2 �� 12C3a�3+��� = U0 (19:1:20)Per questo, o

orre e basta 
he:
ost+ C1a�1 = U0; C2 = E0a3 e C3 = C4 = � � � = Cn = 0 (19:1:21)Ne segue, quindi, 
he la soluzione generale dell'equazione di Lapla
e soddisfa
ente alle
ondizioni al 
ontorno �e:�(r; �) = U0 � C1a�1 + C1r�1 � E0r 
os � + E0a3r�2 
os � (19:1:22)Resta da determinare la 
ostante C1 per la quale vale il seguente ragionamento �si
o.Il termine C1r�1 rappresenta, ovviamente, un potenziale ed, in parti
olare per r = a,quello sulla super�
ie sferi
a, di raggio a, sulla quale �e posta la 
ari
a C14��0.Pertanto, se la sfera �e inizialmente s
ari
a la 
ostante C1 �e zero; nel 
aso in
ui si vuole assumere la sfera inizialmente 
ari
a 
on 
ari
a Q0, si deve avere: C1 = Q04��0 .Supposto C1 = 0 il 
ampo elettri
o avr�a le 
omponenti:Er = ����r = E0�1 + 2a3r3� 
os � (19:1:23)E� = �1r ���� = �E0 �1� a3r3� sin � (19:1:24)Da esse si pu�o fa
ilmente veri�
are 
he per r = a, la 
omponente tangenziale E� siannulla ed il 
ampo �e tutto radiale. 19 - 4



||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-�E utile esprimere le 
omponenti del 
ampo elettri
o in 
oordinate 
artesiane; perquesto, s
riviamo l'espressione della funzione potenziale in 
oordinate 
artesiane ponendoz = r 
os � e r = px2 + z2. Si ha:�(x; z) = U0 �E0z +E0a3 z(x2 + z2)3=2 (19:1:25)da 
ui: Ez = ����z = E0 "1 + a3 �2z2 � x2�(x2 + z2)5=2 # (19:1:26)Ex = ����x = 3a3E0 xz(x2 + z2)5=2 (19:1:27)Gra�
o delle linee di forza�E molto interessante tra

iare le linee di forza del 
ampo elettrostati
o in presenzadella sfera 
onduttri
e.Poi
h�e il problema 
oinvolge una metodologia generale utile an
he per altri analoghiproblemi, illustriamo oltre al metodo analiti
o, 
he ovviamente non �e sempre possibileappli
are per la diÆ
olt�a di risolvere le forme di�erenziali, il metodo numeri
o 
he �e sempredi fa
ile appli
azione.Come sappiamo l'equazione delle linee di forza del 
ampo elettri
o �e:~E � d~s = 0 (19:1:28)
he in 
oordinate 
artesiane, nel piano y = 0, 
omporta:dxdz = ExEz = 3a3xzh(x2 + z2)5=2 + a3 (2z2 � x2)i (19:1:29)L'equazione (19.1.29) non �e di agevole integrazione, pertanto �e 
onveniente esprimerel'equazione (19.1.28) nel piano (x; z) in 
oordinate sferi
he polari, tenendo presente 
he, intale piano risulta: ~E = Erber + E�be� (19:1:30)d~s = (dr)ber + (rd�)be� (19:1:31)Quindi: ~E � d~s = ������ ber be� be�Er E� 0dr rd� 0 ������ = (rErd� �E�dr)be� = 0 (19:1:32)ossia: rErd� � E�dr = 0 (19:1:33)19 - 5



||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-Sostituendo nella equazione (19.1.33) le espressioni (19.1.23) e (19.1.24) delle 
ompo-nenti del 
ampo elettri
o, si ha:rE0�1 + 2a3r3 � 
os �d� = �E0�1� a3r3� sin �dr (19:1:34)ossia: drr 1� a3r31 + 2a3r3 = �
os �sin � d� (19:1:35)La forma di�erenziale (19.1.35) �e di fa
ile integrazione. Integrando, si ha:� Z 
os �sin � d� = Z r3 � a3r3 + 2a3 drr + C (19:1:36)essendo C una 
ostante arbitraria.Dividendo numeratore e denominatore della funzione integranda del se
ondo membroper la quantit�a (r3 + 2a3)2, la (19.1.36) diventa:� ln j sin �j = Z r3 � a3(r3 + 2a3)2rr3 + 2a3 dr + CMoltipli
ando e dividendo per -2 la funzione integranda del se
ondo membro, si ha:� ln j sin �j = �12 Z �2r3 + 2a3(r3 + 2a3)2rr3 + 2a3 dr + CPoi
h�e risulta: �2r3 + 2a3(r3 + 2a3)2 = ddr � rr3 + 2a3�si ha, integrando: � ln j sin �j = �12 ln rr3 + 2a3 + Cossia: ln j sin �j = lnr rr3 + 2a3 + 
ostantePosto 
ostante = ln � (� > 0), si ha:j sin �j = �r rr3 + 2a3 (19.1.37)19 - 6



||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-La variabile r indi
a la distanza fra un generi
o punto della linea di forza ed il 
entrodella sfera 
he �e l'origine delle 
oordinate polari. Ovviamente, poi
h�e l'equazione (19.1.37)des
rive l'andamento delle linee di forza del 
ampo elettri
o esterno, r pu�o variare da aall'in�nito.D'altra parte, poi
h�e j sin �j � 1, deve sempre risultare:�r rr3 + 2a3 � 1 (19:1:38)La funzione r rr3 + 2a3 , per r � a, �e de
res
ente all'aumentare di r ed ha il valoremassimo per r = a 
he vale r 13a2 .Ne segue 
he per valori di � > p3a2, la (19.1.38) �e soddisfatta solo per valori di r > a,
io�e le linee di forza non to

heranno mai la sfera.Vi
eversa, per valori di � � p3a2, la (19.1.38) �e soddisfatta an
he per r = a e quindile linee di forza to

heranno la sfera.Il valore �s = p3a2 rappresenta, quindi, il valore di � al di sopra del quale le linee diforza si dista

heranno 
ompletamente dalla sfera.Fissato �, per ogni valore di r esistono quattro valori di � 
he soddisfano alla (19.1.37).Infatti, per un parti
olare valore r� esistono le soluzioni �� e ���� 
ompetenti alla soluzionesin � > 0 e ��� e � + �� 
ompetenti alla soluzione sin � < 0.In 
orrispondenza di tali valori, le 
oordinate 
artesiane dei generi
i punti delle lineedi forza sono date dalle relazioni:z = r 
os � e x = r sin � (19:1:39)e gia

iono nel primo quadrante (z > 0 e x > 0) o nel se
ondo quadrante (z < 0 e x > 0)per sin � > 0, nel terzo quadrante (z < 0 e x < 0) o nel quarto quadrante (z > 0 e x < 0)per sin � < 0.Data l'evidente simmetria di tali linee di forza, per il gra�
o di esse �e suÆ
ientevalutare le 
oordinate z e x limitatamente al primo quadrante. Riportiamo due tabelle
on i valori di z e x (nel primo quadrante) per due valori del parametro �.� = 0:5, a = 1r sin � 
os � z x1.0 0.28868 0.95743 0.95743 0.288681.1 0.28733 0.95783 1.0536 0.316061.2 0.28368 0.95892 1.1507 0.340411.3 0.27827 0.9605 1.2487 0.361761.4 0.27162 0.9624 1.3474 0.3802719 - 7



||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-1.5 0.26414 0.96449 1.4467 0.39621.6 0.25616 0.96663 1.5466 0.409851.7 0.24795 0.96877 1.6469 0.421511.8 0.2397 0.97085 1.7475 0.431461.9 0.23156 0.97282 1.8484 0.439952.0 0.22361 0.97468 1.9494 0.447212.1 0.21592 0.97641 2.0505 0.453432.2 0.20853 0.97802 2.1516 0.458772.3 0.20146 0.9795 2.2528 0.463362.4 0.19472 0.98086 2.3541 0.467342.5 0.18831 0.98211 2.4553 0.470782.6 0.18222 0.98326 2.5565 0.473772.7 0.17644 0.98431 2.6576 0.476382.8 0.17095 0.98528 2.7588 0.478672.9 0.16575 0.98617 2.8599 0.480683.0 0.16082 0.98698 2.961 0.482453.1 0.15613 0.98774 3.062 0.48402� = 1:5, a = 1r sin � 
os � z x1.0 0.86603 0.5 0.5 0.866031.1 0.86199 0.50693 0.55763 0.948181.2 0.85103 0.52512 0.63014 1.02121.3 0.83482 0.55052 0.71568 1.08531.4 0.81486 0.57966 0.81152 1.14081.5 0.79241 0.60999 0.91499 1.18861.6 0.76847 0.63988 1.0238 1.22961.7 0.74384 0.66835 1.1362 1.26451.8 0.7191 0.6949 1.2508 1.29441.9 0.69467 0.71933 1.3667 1.31992.0 0.67082 0.74162 1.4832 1.34162.1 0.64776 0.76185 1.5999 1.36032.2 0.62599 0.78015 1.7163 1.37632.3 0.60439 0.79669 1.8324 1.39012.4 0.58417 0.81163 1.9479 1.4022.5 0.56493 0.82514 2.0628 1.41232.6 0.54666 0.83736 2.1771 1.42132.7 0.52931 0.84843 2.2908 1.42912.8 0.51286 0.85847 2.4037 1.4362.9 0.49725 0.8676 2.5161 1.4423.0 0.48245 0.87592 2.6278 1.447419 - 8



||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-3.1 0.4684 0.88351 2.7389 1.45213.2 0.45507 0.89046 2.8495 1.45623.3 0.4424 0.89682 2.9595 1.45993.4 0.43036 0.90266 3.069 1.4632Il signi�
ato del parametro � pu�o essere dedotto dalla relazione x = r sin �; infatti,per sin � > 0 (per esempio), essa si pu�o s
rivere, dopo aver sostituito la (19.1.37), 
omex = �r r3r3 + 2a3 . Poi
h�e limr!1x = �, ne segue 
he il parametro � rappresenta l'ordinatadella linea di forza del 
ampo elettri
o iniziale (imperturbato).Le linee di forza del 
ampo elettri
o sono rappresentate in �gura:

�3 �2 �1 0 1 2 3z

Linee di forza del 
ampo elettri
o

�3:0�2:5�2:0�1:5�1:0�0:50.0
0.51.0
1.52.0
2.53.0
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||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-�E importante osservare l'e�ettiva ortogonalit�a delle linee di forza sulla super�
ie dellasfera. La linea 
ompetente al parametro �s = p3, 
ome si pu�o veri�
are dalla (19.1.29),per z = 0 e x = a ha tangente verti
ale, infatti limz!0dxdz = +1. In tale punto il 
ampoelettri
o �e nullo.Metodo per la soluzione numeri
a dell'equazione di�erenziale (19.1.29).Il metodo 
he si des
rive �e usato per risolvere un'ampia variet�a di equazioni di�erenzialidel primo ordine nella forma x0 = F (z; x) (per uniformar
i alla simbologia utilizzata per ilnostro problema) 
on valori iniziali (z0; x0). Esso 
he prende il nome di metodo di Runge-Kutta �e basato sullo sviluppo in serie di Taylor di una qualsiasi funzione derivabile f(z),a partire da un punto iniziale z0 arbitrariamente pre�ssato:f(z) = f(z0) + (z � z0)f 0(z0) + (z � z0)22! f 00(z0) + � � � � �� (19:1:40)Nel 
aso in esame la x viene 
onsiderata funzione della variabile z, e si 
onos
e di essala derivata prima, data dalla (19.1.29). Si pu�o allora pensare di sviluppare la funzionex(z) in serie di Taylor �no alla derivata del primo ordine a partire da un pre�ssato puntoiniziale di 
oordinate (z0; x0). Fisi
amente �ssare un punto sul piano z; x vuol dire �ssarela linea di forza passante per quel punto.Ci proponiamo di trovare le 
oordinate di una sequenza di punti su

essivi a quelloiniziale 
he appartengono alla linea di forza pre�ssata.Per far questo si �ssi un in
remento h della variabile indipendente z; il primo punto,appartenente alla stessa linea di forza, su

essivo al punto iniziale, ha le seguenti 
oordi-nate: z1 = z0 + h; x1 = x(z0 + h) = x0 + h�dxdz�z=z0 (19:1:41)Posto dxdz = F (z; x), essendo F (z; x) il se
ondo membro della (19.1.29), si ha:z1 = z0 + h; x1 = x0 + hF (z0; x0) (19:1:42)Assumendo, ora, il punto (z1; x1) 
ome nuovo punto iniziale si ottiene un se
ondopunto appartenente alla stessa linea di forza, le 
ui 
oordinate sono:z2 = z1 + h; x2 = x1 + hF (z1; x1) (19:1:43)Ripetendo la stessa pro
edura, si ottengono le 
oordinate di tutti i punti su

essivi alpunto (z2; x2) dalle espressioni ri
orrenti:zi = z0 + ih; xi = xi�1 + hF (zi�1; xi�1) i = 1; 2; 3 � � � �� (19:1:44)Si �e 
os�i ottenuta una sequenza di punti appartenenti alla linea di forza passante per ilpunto iniziale le 
ui 
oordinate possono essere espresse dalle relazioni ri
orrenti. S
egliendol'in
remento h suÆ
ientemente pi

olo l'errore diventa irrilevante.19 - 10



||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-Cal
olo della densit�a di 
ari
a indotta sulla super�
ie della sferaLa densit�a di 
ari
a super�
iale indotta sulla super�
ie della sfera si pu�o ri
avare dalteorema di Coulomb: Esup = �sup�0 (19:1:45)
he vale sulla super�
ie di un 
onduttore.Nel nostro 
aso: �ind = �0 [Er℄r=a = 3�0E0 
os � (19:1:46)dalla quale si dedu
e 
he la densit�a di 
ari
a � �e positiva sulla super�
ie rivolta versol'asse z positivo e negativa sull'altra, annullandosi nel piano diametrale xy. Si osservi 
hela 
ari
a totale indotta sulla super�
ie della sfera �e nulla, in a

ordo 
on il prin
ipio di
onservazione della 
ari
a elettri
a, infatti:ZS �inddS = Z �0 3�0E0 
os �2�a2 sin �d� = 0 (19:1:47)Potenziale dentro la sfera 
onduttri
e posta in un 
ampo elettri
o uniformeS
riviamo la soluzione generale (19.1.13) della equazione di Lapla
e:�(r; �) = A1+C1r�1+A2r 
os �+C2r�2 
os �+12A3r2(3 
os2 ��1)+12C3r�3(3 
os2 ��1)+���Poi
h�e per r ! 0 il potenziale divergerebbe, le 
ostanti C devono ne
essariamenteannullarsi.Quindi, dopo questa 
ondizione:�(r; �) = A1 +A2r 
os � + 32A3r2 
os � � 12A3r2 + � � � (19:1:48)Poi
h�e per r = a, qualunque sia �, deve essere �(a; �) = U0, si ha:A1 = U0; A2 = A3 = � � � = 0 quindi : �(r; �) = U0 da 
ui segue : ~E = 0(19:1:49)La (19.1.49) esprime, an
ora una volta, 
he all'interno di una sfera 
onduttri
e (
avao no) il 
ampo elettri
o �e nullo.
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||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-19.2 - Campi e densit�a di 
ari
a entro angoli bidimensionali e lungo spigoliConsideriamo due semipiani 
onduttori 
he si interse
ano sotto un angolo �. I duesemipiani sono mantenuti a potenziale 
ostante V 
he in seguito supporremo eguale a zero.Lontano dall'origine (e non indi
ati in �gura) vi sono altri 
onduttori ed eventualmente
on�gurazioni di 
ari
he 
he determinano in modo univo
o il problema del potenziale.Si

ome quello 
he 
i interessa �e il 
omportamento funzionale dei 
ampi vi
ino allaorigine, e non il loro valore assoluto, las
eremo il pi�u possibile impregiudi
ato il 
ompor-tamento "lontano".Poi
h�e supponiamo i piani in�nitamente estesi lungo la direzione dell'asse z, il pro-blema diventa bidimensionale e suggeris
e l'impiego di 
oordinate polari.
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.................................................................................................................................................
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......... .............�P� ........................................................................ �
Consideriamo la zona all'interno dello spigolo (per
h�e sono ben de�nite le 
ondizionial 
ontorno) e siano � e � le 
oordinate polari del punto P .L'equazione di Lapla
e in 
oordinate polari �e:1� ��� �������+ 1�2 �2���2 = 0 (19:2:1)Risolviamo, ponendo: �(�; �) = R(�)	(�) (19:2:2)Sostituendo si ha: 	(�)1� dd� ��dR(�)d� �+ 1�2R(�)d2	(�)d�2 = 0 (19:2:3)19 - 12



||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-Dividendo per R(�)	(�) e moltipli
ando per �2 si ha:�R(�) dd� ��dR(�)d� �+ 1	(�) d2	(�)d�2 = 0 (19:2:4)
he si pu�o s
rivere: F (�) = �G(�)Si

ome i due membri sono funzioni, il primo solo di � e il se
ondo solo di �, essidevono essere entrambi 
ostanti: �R(�) dd� ��dR(�)d� � = �2 (19:2:5)1	(�) d2	(�)d�2 = ��2 (19:2:6)Consideriamo �2 6= 0. La se
onda equazione ha la soluzione:	�(�) = A�
os��+ B� sin �� (19:2:7)Nell'eventualit�a 
he � sia eguale a zero si ha:	0(�) = A0 + B0� (19:2:8)Cer
hiamo, ora, la soluzione dell'equazione (19.2.5):�R(�) dd� ��dR(�)d� � = �2
he si pu�o s
rivere: �2 d2R(�)d�2 + �dR(�)d� � �2R(�) = 0 (19:2:9)Si tratta di una equazione di�erenziale lineare del se
ondo ordine a 
oeÆ
ienti non
ostanti 
he rientra nella 
lasse delle equazioni di�erenziali di Eulero.Per risolvere la (19.2.9) e�ettuiamo un 
ambiamento della variabile indipendente:poniamo � = et; si ha: dRdt = dRd� d�dt = �dRd�d2Rdt2 = ddt ��dRd� � = � dd� ��dRd� �� d�dt = �dRd� + �2 d2Rd�2 (19:2:10)essendo d�dt = �L'equazione, quindi, diventa: d2Rdt2 � �2R = 0 (19:2:11)19 - 13



||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-
he �e un'equazione di�erenziale lineare a 
oeÆ
ienti 
ostanti, 
he ha per soluzioni:R1 = e�t R2 = e��t (19:2:12)essendo t = ln�, 
he sostituito nelle (19.2.12) 
omporta:R1(�) = �� e R2(�) = ��� (19:2:13)L'integrale generale della (19.2.9) �e allora:R�(�) = a��� + b���� per � 6= 0 (19:2:14)Per � = 0, l'equazione diventa: dd� ��dR(�)d� � = 0 (19:2:15)
he 
omporta: dR(�)d� = 
ost� (19:2:16)la 
ui soluzione �e: R0(�) = a0 + b0ln� (19:2:17)Poi
h�e l'origine � = 0 �e in
lusa nel sistema 
he stiamo 
onsiderando, dobbiamo porre,per evitare divergenze b� = b0 = 0.In de�nitiva le soluzioni a

ettabili sono, quindi:	�(�) = A� 
os ��+ B� sin ��	0(�) = A0 +B0�R�(�) = a���R0(�) = a0
io�e il potenziale �e des
ritto dalle:��(�; �) = (A� 
os ��+ B� sin ��) a��� per � 6= 0 (19:2:18)�0(�; �) = A0a0 + a0B0� per � = 0 (19:2:19)Imponiamo, ora, le 
ondizioni al 
ontorno:�(�; 0) = �(�; �) = 0 (19:2:20)
io�e il potenziale deve essere nullo sulle pareti dello spigolo. Pertanto, deve essere:��(�; 0) = A�a��� = 0 (19:2:21)19 - 14



||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-per 
ui si deve imporre A� = 0 in quanto l'annullamento di a� porterebbe alla soluzionebanale. �0(�; 0) = A0a0 = 0 (19:2:22)il 
he 
omporta, 
ome sopra, A0 = 0.�0(�; �) = a0B0� = 0 (19:2:23)
he 
omporta B0 = 0. ��(�; �) = (B� sin ��) a��� = 0 (19:2:24)An
he in questo 
aso dobbiamo imporre 
he sia: B� sin �� = 0 e dovendo per forzaessere B� 6= 0 (per evitare la soluzione banale) si deve avere: sin �� = 0 da 
ui:� = m�� 
on m = 1; 2; � � � (19:2:25)La soluzione �e quindi:�m(�; �) = amBm�m�� sin m�� � (m = 1; 2; � � �) (19:2:26)Data la linearit�a dell'equazione di Lapla
e, la soluzione generale �e:�(�; �) = 1Xm=1 
m�m�� sin�m�� �� (19:2:27)dove i 
oeÆ
ienti 
m, an
ora indeterminati, dipendono dai valori del potenziale in puntilontani dall'angolo (
io�e dalla sorgente).Poi
h�e vogliamo studiare il potenziale per valori di � prossimi allo zero possiamotras
urare i termini della serie oltre il primo e quindi nell'immediato intorno di � = 0 ilpotenziale �e approssimativamente:�(�; �) = 
1��� sin��� �� per � << 1 (19:2:28)Pertanto, le 
omponenti del 
ampo elettri
o, in prossimit�a dell'origine, sono:E�(�; �) = ����� = ��� 
1���� � 1� sin��� �� per � << 1 (19:2:29)E�(�; �) = �1� ���� = ��� 
1���� � 1� 
os����� per � << 1 (19:2:30)19 - 15



||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-Caso � > � - L'angolo bidimensionale diventa uno spigolo ed il 
ampo e la densit�asuper�
iale di 
ari
a diventano singolari per � ! 0. Per � = 2� (
io�e lo spigolo �e peresempio il bordo di una lastra sottile) la � segue la legge 1p� .Il 
omportamento dei 
ampi in vi
inanza degli orli appuntiti rende ragione del fun-zionamento dei parafulmini. Infatti, in prossimit�a dello spigolo o delle punte si vengonoa 
reare 
ampi molto intensi. Se essi superano una 
erta intensit�a (la quale dipende dallaforma esatta dell'elettrodo, dalla sua posizione rispetto ad altri elettrodi) si pu�o avere il
ollasso dielettri
o e quindi la s
ari
a.Per aria a TPN questa intensit�a di 
ampo, 
he 
ome vedremo prende il nome dirigidit�a dielettri
a, vale 2:5 � 104 V=
m. Durante i temporali, 
on le grandi di�erenze dipotenziale fra il suolo e le nubi, una aguzza lama 
onduttri
e messa a terra provo
her�a il
ollasso dielettri
o nelle sue vi
inanze (parafulmine).Per � = 0 i 
ampi sono: E�(�; 0) = 0 per � << 1 (19:2:31)E�(�; 0) = ��� 
1���� � 1� per � << 1 (19:2:32)Per � = � i 
ampi sono: E�(�; �) = 0 per � << 1 (19:2:33)E�(�; �) = �� 
1���� � 1� per � << 1 (19:2:34)
io�e essi sono ortogonali alle pareti o entrambi us
enti o entrambi entranti.Cal
oliamo la densit�a di 
ari
a sulle pareti sempre in prossimit�a dell'origine:j�j = �0jE�j = �0 �� 
1���� � 1� per � << 1 (19:2:35)Caso � < � - L'esponente di � �e positivo e quindi per � << 1 la �ind nell'angolointerno �e prati
amente nulla qualunque sia 
1. Per � = �4 la � in prossimit�a dell'originevaria 
on legge �3. Per � = � (super�
ie piana) la � diventa indipendente da �, 
ome �eovvio intuitivamente.
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||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-19.3 - Gabbia di Faraday a reteCome ultimo esempio desideriamo des
rivere un'altra propriet�a interessante dei 
ampielettri
i, della quale si fa uso nella progettazione di strumenti elettri
i, valvole termoioni
hee per lo s
hermaggio elettrostati
o.Per rendere il problema pi�u sempli
e possibile, 
onsidereremo una s
hiera di �li pa-ralleli gia
enti in un piano; i �li siano 
onduttori perfetti, in�nitamente lunghi e uniforme-mente spaziati fra loro.

........................................... ........................................... ........................................... ........................................... ........................................... ...............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
� � � � � �
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Appli
hiamo l'equazione di Lapla
e bidimensionale in quanto essendo i �li in�nita-mente lunghi lungo la direzione by, il potenziale non dipender�a da y e pertanto sar�a: �(x; z).Si ha allora: �2��x2 + �2��z2 = 0 (19:3:1)Dobbiamo trovare una soluzione tale 
he per x = ma il potenziale per z = 0 deveessere 
ostante.Data la periodi
it�a lungo la direzione bx, s
egliamo la soluzione nella 
lasse delle fun-zioni: �n(x; z) = Fn(z) 
os 2�nxa n = 1; 2; 3 � �� (19:3:2)dove Fn(z) �e una funzione da determinare attraverso la (19.3.1).La soluzione generale sar�a, al solito:�(x; z) = 1Xn=1�n(x; z) (19:3:3)19 - 17



||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-Sostituendo la (19.3.2) nella (19.3.1) si ha:�Fn(z)�2�na �2 
os 2�nxa + d2Fn(z)dz2 
os 2�nxa = 0
io�e: d2Fn(z)dz2 = 4�2n2a2 Fn(z) (19:3:4)
he �e del tipo: F 00(z)� !2F (z) = 0 (19:3:5)Una soluzione parti
olare della (19.3.5) �e:Fn = Ane�2�na z (19:3:6)Posto zn = a2�n la (19.3.6) assume la forma:Fn = Ane� zzn (19:3:7)La soluzione generale �e la somma su n delle soluzioni (19.3.7).Poi
h�e all'aumentare di n zn diminuis
e, si pu�o 
onsiderare solo la 
omponente pern = 1 
io�e la prima armoni
a.Assumiamo, allora, 
ome soluzione del problema:�(x; z) = Ae�2�a z 
os 2�xa +�0 (19:3:8)Il 
ampo elettri
o valutato 
ome: ~E = �~r� risulta:~E = �bx ��x�� bz ��z� = Abx2�a e�2�a z sin 2�xa +Abz 2�a e�2�a z 
os 2�xa (19:3:9)Per z = 3 � 4 volte la quantit�a a2� , il 
ampo �e prati
amente nullo. E

o dimostrato
ome una s
hiera di �li (in prati
a, an
ora meglio, una rete) ries
e a s
hermare da un
ampo elettri
o esterno.
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||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-19.4 - Problemi di 
ondizioni al 
ontorno relativi a dielettri
iPer quanto riguarda i problemi relativi ai dielettri
i, si pu�o utilizzare l'equazione diLapla
e 
ome nel 
aso dei 
onduttori, se il dielettri
o �e omogeneo. Infatti, dalle equazionidi Maxwell appli
ate all'elettrostati
a, si ha:~r� ~E = 0 (19:4:1)da 
ui: ~E = �~r� (19:4:2)e: ~r � ~D = � (19:4:3)Se il dielettri
o �e omogeneo, la (19.4.3) si pu�o s
rivere:~r � ~E = �� (19:4:4)Sostituendo nella (19.4.4) la (19.4.2) si ottiene l'equazione di Poisson:r2� = ��� (19:4:5)Nel 
aso in 
ui � = 0 la (19.4.5) degenera nella equazione di Lapla
e:r2� = 0 (19:4:6)19.5 - Sfera dielettri
a posta in 
ampo elettri
o uniforme�E utile studiare l'interazione fra una sfera dielettri
a ed un 
ampo elettri
o uniformenel quale essa �e posta. Come gi�a sappiamo la soluzione generale del problema, simile aquello della sfera 
onduttri
e posta in un 
ampo elettri
o uniforme, �e:�(r; �) = A1+C1r�1+A2r 
os �+C2r�2 
os �+12A3r2(3 
os2 ��1)+12C3r�3(3 
os2 ��1)+���(19:5:1)Potenziale nella zona esterna alla sferaIl potenziale nei punti esterni si ottiene dopo aver imposto la 
ondizione all'in�nito
io�e 
he per r !1 [�(r; �)℄r!1 = �E0r 
os � + 
ost (19:5:2)Ne segue:�ext(r; �) = 
ost+C1r�1 �E0r 
os �+C2r�2 
os �+ 12C3r�3(3 
os2 � � 1) + � � � (19:5:3)19 - 19



||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-Potenziale nella zona interna alla sferaLa funzione potenziale deve essere �nita per r = 0 quindi, per essere una soluzione�si
amente a

ettabile, dobbiamo porre eguale a zero le 
ostanti Ci (i = 1; 2; � � �).Ne segue: �int(r; �) = A1 + A2r 
os � + 12A3r2(3 
os2 � � 1) + � � � (19:5:4)Valutazione delle 
ostantiPer trovare le 
ostanti e, quindi, spe
i�
are il problema �si
o in esame, dobbiamoimporre 
he:1) la funzione � sia 
ontinua per r = a qualunque sia �;2) la 
omponente normale dell'induzione elettri
a sulla super�
ie della sfera sia 
on-tinua per r = a qualunque sia �. Indi
ando 
on �r la 
ostante dielettri
a relativa dellasfera, 
he indi
hiamo 
ome mezzo 2, si ha:[D1r℄r=a = [D2r℄r=a (19:5:5)
io�e: ��0 ���ext�r �r=a = ��0�r ���int�r �r=a (19:5:6)dove: ��ext�r = �C1r2 �E0 
os � � 2C2 1r3 
os � � 32C3 1r4 (3 
os2 � � 1) + � � � (19:5:7)��int�r = A2 
os � +A3r(3 
os2 � � 1) + � � � (19:5:8)Per la 
ondizione 2) si deve avere:�C1a2 �E0 
os ��2C2 1a3 
os ��32C3 1a4 (3 
os2 ��1)+��� = �rA2 
os �+�rA3a(3 
os2 ��1)+���(19:5:9)Per
h�e sia veri�
ata l'eguaglianza qualunque sia � deve essere:�C1a2 + 32C3 1a4 + � � � = ��rA3a+ � � ��E0 � 2C2 1a3 = �rA2�32C3 1a4 = �rA3a� � � � � (19:5:10)
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||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-Appli
hiamo, adesso, la 
ondizione della 
ontinuit�a di � per r = a:A1 + A2a 
os � + 12A3a2(3 
os2 � � 1) + � � � == 
ost+ C1a�1 + [C2a�2 �E0a℄ 
os � + 12C3a�3(3 
os2 � � 1) + � � � (19:5:11)
he 
ondu
e alle: A1 � 12A3a2 + � � � = 
ost+ C1a�1 � 12C3a�3 + � � �A2a = C2a�2 � E0a32A3a2 = 32C3a�3� � � � � � � (19:5:12)
La terza e le su

essive equazioni del sistema (19.5.12) non sono 
ompatibili 
on laterza e le su

essive equazioni del sistema (19.5.10). Pertanto si ha:Ai = 0 (i � 3) Ci = 0 (i � 3) (19:5:13)Segue, pertanto, 
he: C1 = 0 e A1 = 
ost (19:5:14)Le uni
he 
ostanti da 
al
olare sono A2 e C2 
he soddisfano il sistema:A2 � C2a�3 = �E0�rA2 + 2C2a�3 = �E0 (19:5:15)
he d�a 
ome risultato: A2 = � 3E0�r + 2; C2 = �r � 1�r + 2E0a3 (19:5:16)In de�nitiva, quindi, si ha:�ext = 
ost�E0r 
os � + �r � 1�r + 2E0a3r�2 
os � (19:5:17)�int = 
ost� 3E0�r + 2r 
os � (19:5:18)Siamo parti
olarmente interessati al 
al
olo del 
ampo interno alla sfera:Erinterno = ���int�r = 3E0�r + 2 
os � (19:5:19)19 - 21



||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-E�interno = �1r ��int�� = � 3E0�r + 2 sin � (19:5:20)Passando in 
oordinate 
artesiane, si ha:Ez = Er 
os � � E� sin �Ex = Er sin � + E� 
os �da 
ui: Ez = 3E0�r + 2 Ex = 0 (19:5:21)Il 
ampo elettri
o all'interno di una sfera dielettri
a posta in un 
ampo elettri
o uni-forme �e pure uniforme nella stessa direzione e verso del 
ampo elettri
o esterno iniziale.Le 
omponenti del 
ampo elettri
o esterno sono:Eresterno = ���est�r = E0�1 + �r � 1�r + 2 2a3r3 � 
os � (19:5:22)E�esterno = �1r ��est�� = �E0 �1� �r � 1�r + 2 a3r3� sin � (19:5:23)Gra�
o delle linee di forzaLe linee di forza del 
ampo elettri
o interno sono delle rette parallele all'asse z. Perquanto riguarda le linee di forza del 
ampo elettri
o esterno, utilizziamo lo stesso pro
edi-mento 
he abbiamo eseguito per la sfera 
onduttri
e posta in un 
ampo elettri
o uniforme.Risulta, immediatamente: j sin �j = �r rr3 + �2a3 (19:5:24)avendo posto: � = �r � 1�r + 2 (19:5:25)In questo 
aso il parametro �s al di sopra del quale le linee di forza si sta

ano 
om-pletamente dalla sfera �e dato da: �s = ap1 + 2� (19:5:26)La linea di forza 
ompetente al valore �s to

a la sfera 
on tangente orizzontale, inquanto per z = 0 e x = a, ossia per � = 900, 
ome si dedu
e dalla (19.5.22) e (19.5.23),risulta Er = 0.A titolo di 
ompletezza osserviamo 
he il parametro � tende a 1 per �r !1; in questo
aso 
io�e la sfera dielettri
a si 
omporta 
ome una sfera 
onduttri
e. Per esempio nel 
aso19 - 22



||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-dell'a
qua (�r = 81), risulta � = 0:9638 ossia le linee di forza 
ompetenti al 
ampo elettri
oesterno hanno prati
amente lo stesso andamento di quelle relative alla sfera 
onduttri
e.

�3 �2 �1 0 1 2 3z

Linee di forza del 
ampo elettri
o (�r = 2, a = 1)

�3:0�2:5�2:0�1:5�1:0�0:50.0
0.51.0
1.52.0
2.53.0

x .................................................................................................................................................................
.........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

.......................
.
.............
...............
.
.............
..............
.
.............
..............
.
.............
...........................
..................................................... . . . . . .. . . . . . .. . . . . .. . . . . . .. . . . . .. . . . . . .. . . . . .. . . . . . .. . . . . .. . . . . .. . . . . .. . . . . .. . . . .. . . . .. . . . .. . . . .. . . .. . . .. . .. . .. .. ...

.............

.
.............
...............
..............
.
.............
..............
.
.............
..............
...........................
........................................................ .. .. . .. . .. . . .. . . .. . . . .. . . . .. . . . .. . . . .. . . . . .. . . . . .. . . . . .. . . . . .. . . . . . .. . . . . .. . . . . . .. . . . . .. . . . . . .. . . . . .. . . . . . .. . . . . ..................................................................

...........................
..............
.
.............
..............
.
.............
..............
.
.............
...............
.

. . . . . .. . . . . . .. . . . . .. . . . . . .. . . . . .. . . . . . .. . . . . .. . . . . . .. . . . . .. . . . . .. . . . . .. . . . . .. . . . .. . . . .. . . . .. . . . .. . . .. . . .. . .. . .. .. ...
.................................................................

...........................
.
.............
..............
.
.............
..............
.
.............
.
.............
...............
.... .. .. . .. . .. . . .. . . .. . . . .. . . . .. . . . .. . . . .. . . . . .. . . . . .. . . . . .. . . . . .. . . . . . .. . . . . .. . . . . . .. . . . . .. . . . . . .. . . . . .. . . . . . .. . . . . .

�g.19.5-1

................................................................................................................................................................................................................................................................................ ................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

................................................................................................................................................................................................................................................................................................ ................................................................................................................................................................................................................................................................................................
........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

..............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

..............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

......................................................................................................................................................

......................................................................................................................................................

..............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

..............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................... ......................

.......................................................................................... ......................

.......................................................................................... ......................

.......................................................................................... ......................

..............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

..............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

..............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

..............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
..................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
......................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... .........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

�s=1:2247
.......................................................................................... ...................... ............................................................................. ......................

�=1

19 - 23



||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-19.6 - Problemi di 
ondizioni al 
ontorno di natura magneti
aIn assenza di 
orrenti di 
onduzione, le equazioni della magnetostati
a, sono:~r � ~B = 0 ~r� ~H = 0 (19:6:1)Dalla (19.6.1) segue 
he il 
ampo magneti
o pu�o essere derivato da una funzione s
alare
he indi
hiamo 
on U , 
io�e: ~H = �~rU (19:6:2)Pertanto, se ~B = � ~H, ne segue ~B = ��~rU 
he sostituito nella prima delle (19.6.1),
omporta: r2U = 0 (19:6:3)Ne segue 
he i problemi di 
ondizioni al 
ontorno 
oinvolgenti mezzi magneti
i senza
orrente di 
onduzione si possono risolvere attraverso l'equazione (19.6.3) 
he �e una equa-zione di Lapla
e.19.7 - Sfera magneti
a posta in 
ampo magneti
o uniforme in assenza di
orrente super�
ialeSupponiamo di avere una sfera di materiale magneti
o lineare di raggio a e perme-abilit�a �, posta in una zona di 
ampo magneti
o inizialmente uniforme ~B0. Vorremmodeterminare 
ome il 
ampo magneti
o viene modi�
ato dalla presenza della sfera ed inparti
olare determinare il 
ampo nella sfera stessa.Il problema della sfera, pertanto, 
onsiste nella soluzione dell'equazione di Lapla
ein 
oordinate sferi
he 
ome abbiamo fatto per il 
aso della sfera 
onduttri
e posta in un
ampo elettri
o uniforme. Poniamo l'origine del nostro sistema di 
oordinate nel 
entrodella sfera e prendiamo l'orientamento di ~B0 
ome asse polare. L'espressione del potenziale�e:U(r; �) = A1+C1 1r+A2r 
os �+C2 1r2 
os �+12A3r2 �3 
os2 � � 1�+12C3 1r3 �3 
os2 � � 1�+��(19:7:1)Il 
ampo esterno si ottiene dopo avere imposto le 
ondizioni all'in�nito 
io�e 
he per r!1:h ~B(r; �)ir!1 = B0bz ossia [U(r; �)℄r!1 = �H0r 
os � + 
ost: (19:7:2)Il 
ampo magneti
o interno si ottiene dopo aver imposto 
he per r = 0 il potenzialenon diverga.Pertanto, in analogia a quanto abbiamo detto nel 
aso della sfera 
onduttri
e postain un 
ampo elettri
o, dobbiamo avere:Uext = 
ost+ C1r�1 �H0r 
os � + C2r�2 
os � + 12C3r�3 �3 
os2 � � 1�+ � � � (19:7:3)Uint = A1 +A2r 
os � + 12A3r2 �3 
os2 � � 1�+ � � � (19:7:4)19 - 24



||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-Appli
hiamo le 
ondizioni al 
ontorno:H�int(a; �) = H�ext(a; �) (19:7:5)Brint(a; �) = Brext(a; �) (19:7:6)dove naturalmente: H� = �1r �U�� Br = ���U�r (19:7:7)�Uint�� = �A2r sin � � 3A3r2 
os � sin � + � � � (19:7:8)�Uext�� = H0r sin � � C2r�2 sin � � 3C3r�3 
os � sin � + � � � (19:7:9)�Uint�r = A2 
os � +A3r �3 
os2 � � 1�+ � � � (19:7:10)�Uext�r = �C1r�2 �H0 
os � � 2C2 1r3 
os � � 32C3 1r4 �3 
os2 � � 1� � �� (19:7:11)La (19.7.5) e la (19.7.6), allora, si s
rivono:�1a ��Uint�� �(r=a) = �1a ��Uext�� �(r=a) (19:7:12)�� ��Uint�r �(r=a) = ��0 ��Uext�r �(r=a) (19:7:13)
he si tradu
ono nelle:�A2a sin � � 3A3a2 
os � sin � + � � � = H0a sin � � C2a�2 sin � � 3C3a�3 
os � sin � + � � �(19:7:14)�A2 
os � + �A3a(3 
os2 � � 1) + � � � == ��0C1a�2 � �0H0 
os � � 2C2�0 1a3 
os � � 32C3 1a4�0(3 
os2 � � 1) + � � � (19:7:15)Per
h�e la (19.7.14) e la (19.7.15) siano veri�
ate o

orre 
he:�A2a = H0a� C2a�2 (19:7:16)�3A3a2 = �3C3a�3 (19:7:17)��A3a = ��0C1a�2 + 32�0C3 1a4 (19:7:18)�A2 = ��0H0 � 2C2�0 1a3 (19:7:19)�A3a = �32�0C3 1a4 (19:7:20)19 - 25



||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��Si vede subito 
he la (19.7.17) �e 
ompatibile 
on la (19.7.20) se e solo se:A3 = C3 = 0 e quindi Ai = Ci = 0 per i � 3 (19:7:21)Ne segue dalla (19.7.18) 
he an
he C1 = 0. Pertanto le uni
he 
ostanti diverse dazero sono A2 e C2 
he si possono 
al
olare dal sistema 
ostituito dalla (19.7.16) e dalla(19.7.19): �A2a = H0a� C2a�2 (19:7:22)�A2 = ��0H0 � 2C2�0 1a3 (19:7:23)la 
ui soluzione �e: A2 = � 3�0�+ 2�0H0 (19:7:24)C2 = �0a3 � ��0 � 1��+ 2�0 H0 (19:7:25)Ne segue, pertanto, dopo aver posto H0 = B0�0 :Uext = 
ost� B0�0 r 
os � + B0a3 � ��0 � 1��+ 2�0 r�2 
os � (19:7:26)Uint = A1 � 3B0�+ 2�0 r 
os � (19:7:27)Posto � = �r�0 si ha:Uext = 
ost� B0�0 r 
os � + B0a3 (�r � 1)�0 (�r + 2) r�2 
os � (19:7:28)Uint = A1 � 3B0�0 (�r + 2)r 
os � (19:7:29)Per r = a:Uext(r=a) = 
ost� B0�0 a 
os � + B0a (�r � 1)�0 (�r + 2) 
os � = 
ost� 3B0�0 (�r + 2)a 
os � (19:7:30)Uint(r=a) = A1 � 3B0�0 (�r + 2)a 
os � (19:7:31)Per la 
ontinuit�a del potenziale sui punti della sfera, deve essere: A1 = 
ost.19 - 26



||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-Quindi, in de�nitiva i potenziali des
riventi i 
ampi magneti
i nei punti fuori la sferae dentro la sfera sono:Uext = 
ost� B0�0 r 
os � + B0a3 (�r � 1)�0 (�r + 2) r�2 
os � (19:7:32)Uint = 
ost� 3B0�0 (�r + 2)r 
os � (19:7:33)Vogliamo porre la nostra attenzione sul 
ampo di induzione magneti
a nei punti internialla sfera: ~Bint = ��~rUint (19:7:34)ossia: Brint = ���Uint�r B�int = ��1r �Uint�� (19:7:35)Brint = � 3B0�0 (�r + 2) 
os � B�int = �� 3B0�0 (�r + 2) sin � (19:7:36)�E utile esprimere il 
ampo nelle 
omponenti 
artesiane:Bz = Br 
os � � B� sin � = 3B0�r�r + 2 (19:7:37)Bx = Br sin � + B� 
os � = 0 (19:7:38)Ne segue, quindi, 
he: ~Bint = 3�r�r + 2B0bz (19:7:39)Per il 
al
olo del 
ampo esterno si ha:~Bext = ��0~rUext (19:7:40)ossia: Brext = ��0 �Uext�r B�ext = ��0 1r �Uext�� (19:7:41)Brext = B0 
os � + 2B0a3�r � 1�r + 2 1r3 
os � B�ext = �B0 sin � +B0a3�r � 1�r + 2 1r3 sin �(19:7:42)Il 
ampo esterno espresso in 
omponenti 
artesiane �e:Bzext = B0 
os2 � + 2B0a3�r � 1�r + 2 1r3 
os2 � +B0 sin2 � �B0a3�r � 1�r + 2 1r3 sin2 � == B0 +B0 �ar�3��r � 1�r + 2��2 
os2 � � sin2 ��(19:7:43)19 - 27



||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-Bxext = B0 
os � sin � + 2B0 �ar �3 �r � 1�r + 2 
os � sin ���B0 
os � sin � +B0 �ar�3 �r � 1�r + 2 
os � sin � = 3B0 �ar�3 �r � 1�r + 2 
os � sin � (19:7:44)Si osservi 
he per �r abbastanza elevato �r � 1�r + 2 tende all'unit�a e quindi per r = aB�ext tende a zero; quindi nei 
orpi 
on alta permeabilit�a magneti
a il 
ampo esterno�e ortogonale alla super�
ie del 
orpo 
io�e il loro 
omportamento �e analogo a quello dei
onduttori perfetti.Le linee di forza sia del 
ampo magneti
o interno 
he del 
ampo magneti
o esternohanno identi
o 
omportamento di quelle relative alla sfera dielettri
a posta in 
ampo elet-trostati
o uniforme; in questo 
aso il parametro � �e dato, 
ome si evin
e dalle (19.7.42),dall'espressione: � = �r � 1�r + 2 (19:7:45)
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||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-19.8 - S
hermaggio magneti
o: strato sferi
o di materiale permeabile in un
ampo magneti
o uniformeSi supponga 
he in una regione di spazio vuoto esista inizialmente una induzionemagneti
a ~B0. Si disponga un 
orpo permeabile in questa regione. Le linee di forzadell'induzione magneti
a risulteranno deformate. Se la permeabilit�a del 
orpo �e molto alta
i aspettiamo 
he le linee di forza tendano, in prossimit�a del 
orpo, a disporsi perpendi
o-larmente alla sua super�
ie. Sviluppando ulteriormente l'analogia 
on i 
orpi 
onduttori 
iaspettiamo an
he 
he, se il 
orpo �e 
avo, il 
ampo all'interno della 
avit�a risulti di intensit�aminore 
he all'esterno, tendendo a zero, al limite per �r 
he tende all'in�nito. Una taleriduzione del 
ampo nella 
avit�a viene attribuita ad una azione di s
hermaggio magneti
oeser
itata dal materiale permeabile. Essa �e di notevole importanza prati
a, in quantospesso �e ne
essario o desiderabile 
reare regioni di spazio essenzialmente senza 
ampo as
opi di misura o per un buon funzionamento di appare

hiature elettroni
he. Come esem-pio del fenomeno dello s
hermaggio magneti
o 
onsideriamo uno strato sferi
o di raggiointerno a e raggio esterno b, 
ostituito di un materiale magneti
o di permeabilit�a �, in-trodotto in una regione, di permeabilit�a � ' �0 
ome la regione 
ava, in 
ui la induzionemagneti
a preesistente era ~B0, uniforme e 
ostante.
.................................................................................................................................................................
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.................................................................. �g.19.8-1Vogliamo determinare il 
ampo di induzione magneti
a in tutti i punti dello spazio,ma in parti
olare all'interno della 
avit�a (r < a) in funzione della permeabilit�a � dellostrato. Dato 
he non 
i sono 
orrenti, il 
ampo magneti
o ~H, al solito, �e derivabile daun potenziale s
alare: ~H = �~rU . Inoltre, si

ome ~B = � ~H, l'equazione della divergenza~r � ~B = 0 diventa ~r � ~H = 0. Dunque il potenziale U soddisfa ovunque all'equazione diLapla
e e il problema si ridu
e a trovare le appropriate soluzioni nelle diverse regioni, inmodo da soddisfare le 
ondizioni al 
ontorno per r = a e r = b.Comin
iamo a s
rivere la soluzione generale per il potenziale:U(r; �)=A1+C1r�1+A2r 
os �+C2r�2
os �+12A3r2�3 
os2 ��1�+12C3r�3�3 
os2 ��1�+��(19:8:1)Imponiamo le solite 
ondizioni per le varie regioni dove si 
onsidera il 
ampo.19 - 29



||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-Per r > b il potenziale �e:U(r>b) = 
ost+ C1r�1 �H0r 
os � + C2r�2 
os � + 12C3r�3 �3 
os2 � � 1�+ � � � (19:8:2)Per r < a il potenziale �e:U(r<a) = A1 + A2r 
os � + 12A3r2 �3 
os2 � � 1�+ � � � (19:8:3)Per a < r < b il potenziale �e:Urab=A01+C 01r�1+A02r 
os �+C 02r�2 
os �+12A03r2�3 
os2 � � 1�+12C 03r�3�3 
os2 � � 1�+���(19:8:4)Le 
ondizioni al 
ontorno sono:1) H�(r>b)(b; �) = H�(rab)(b; �) (19:8:5)2) Br(r>b)(b; �) = Br(rab)(b; �) (19:8:6)3) H�(r<a)(a; �) = H�(rab)(a; �) (19:8:7)4) Br(r<a)(a; �) = Br(rab)(a; �) (19:8:8)dove: H�(r>b) = �1r ���U(r>b) (19:8:9)H�(rab) = �1r ���U(rab) (19:8:10)H�(r<a) = �1r ���U(r<a) (19:8:11)Br(r>b) = ��0 ��rU(r>b) (19:8:12)Br(rab) = �� ��rU(rab) (19:8:13)Br(r<a) = ��0 ��rU(r<a) (19:8:14)
he, sviluppate, diventano:H�(r>b) = �H0 sin � + C2 1r3 sin � + 3C3 1r4 sin � 
os � + � � � (19:8:15)H�(rab) = A02 sin � + C 02 1r3 sin � + 3A03r 
os � sin � + 3C 03r�4 
os � sin � + � � � (19:8:16)H�(r<a) = A2 sin � + 3A3r 
os � sin � + � � � (19:8:17)19 - 30



||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-Br(r>b) = �0C1r2 + �0H0 
os � + 2�0C2r3 
os � + 32�0C3 1r4 �3 
os2 � � 1�+ � � � (19:8:18)Br(rab) = �C 01r2 ��A02 
os �+2�C 02 1r3 
os ���A03r �3 
os2 � � 1�+ 32�C 03 1r4 (3 
os2 ��1)+ � � �(19:8:19)Br(r<a) = ��0A2 
os � � �0A3r �3 
os2 � � 1�+ � � � (19:8:20)Allora, le 
ondizioni al 
ontorno (19.8.5), (19.8.6), (19.8.7), (19.8.8), si s
rivono:1) �H0 sin � + C2 1b3 sin � + 3C3 1b4 sin � 
os � + � � � == A02 sin � + C 02 1b3 sin � + 3A03b 
os � sin � + 3C 03b�4 
os � sin � + � � � (19:8:21)2) �0C1b2 + �0H0 
os � + 2�0C2b3 
os � + 32�0C3 1b4 �3 
os2 � � 1�+ � � � == �C 01b2 � �A02 
os � + 2�C 02 1b3 
os � � �A03b �3 
os2 � � 1�+ 32�C 03 1b4 (3 
os2 � � 1) + � � �(19:8:22)3) A2 sin � + 3A3a 
os � sin � + � � � == A02 sin � + C 02 1a3 sin � + 3A03a 
os � sin � + 3C 03a�4 
os � sin � + � � � (19:8:23)4) � �0A2 
os � � �0A3a �3 
os2 � � 1�+ � � � == �C 01a2 � �A02 
os � + 2�C 02 1a3 
os � � �A03a �3 
os2 � � 1�+ 32�C 03 1a4 �3 
os2 � � 1�+ � � �(19:8:24)Per
h�e l'equazione (19.8.21) sia soddisfatta o

orre 
he:1) �H0 + C2b3 � A02 � C 02 1b3 = 0 (19:8:25)2) 3C3b4 � 3A03b� 3C 03 1b4 = 0 (19:8:26)Per
h�e l'equazione (19.8.22) sia soddisfatta o

orre 
he:3) �0C1b2 � 32�0C3b4 � �C 01b2 � �A03b+ 32�C 03 1b4 = 0 (19:8:27)4) �0H0 + 2�0C2b3 + �A02 � 2�C 02 1b3 = 0 (19:8:28)5) 92�0C3 1b4 + 3�A03b� 92�C 03 1b4 = 0 (19:8:29)Per
h�e l'equazione (19.8.23) sia soddisfatta o

orre 
he:6) A2 � A02 � C 02 1a3 = 0 (19:8:30)19 - 31
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i ||||||||-7) 3A3a� 3A03a� 3C 03a�4 = 0 (19:8:31)Per
h�e l'equazione (19.8.24) sia soddisfatta o

orre 
he:8) �0A3a� �A03a+ 32�C 03 1a4 � �C 01a2 = 0 (19:8:32)9) � �0A2 + �A02 � 2�C 02 1a3 = 0 (19:8:33)10) � 3�0A3a+ 3�A03a� 92�C 03 1a4 = 0 (19:8:34)Consideriamo le equazioni 1), 4), 6), 9) nelle in
ognite A2, A02, C2, C 02 
he sonoindipendenti dalle altre equazioni:1) �H0 + C2b3 �A02 � C 02 1b3 = 0 (19:8:35)4) �0H0 + 2�0C2b3 + �A02 � 2�C 02 1b3 = 0 (19:8:36)6) A2 � A02 � C 02 1a3 = 0 (19:8:37)9) � �0A2 + �A02 � 2�C 02 1a3 = 0 (19:8:38)
he, ordinando, si s
rivono: 1) �A02 + C2b3 � C 02b3 = +H0 (19:8:39)4) �A02 + 2�0C2b3 � 2�C 02b3 = ��0H0 (19:8:40)6) A2 � A02 � C 02 1a3 = 0 (19:8:41)9) � �0A2 + �A02 � 2�C 02 1a3 = 0 (19:8:42)Cal
oliamo il determinante dei 
oeÆ
ienti:
� = �����������

0 �1 1b3 � 1b30 � 2�0 1b3 �2� 1b31 �1 0 � 1a3��0 � 0 �2� 1a3
����������� (19:8:43)
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i ||||||||-� = ���������1 1b3 � 1b3� 2�0 1b3 �2� 1b3� 0 �2� 1a3
��������+ �0 ���������1 1b3 � 1b3� 2�0 1b3 �2� 1b3�1 0 � 1a3

�������� (19:8:44)� = ���2� 1b6 + 2�0 1b6�� 2 �a3 ��2�0 1b3 � � 1b3�� �0��2� 1b6 + 2�0 1b6���0 1a3 ��2�0 1b3 � � 1b3� = (�� �0) (�0 � �) 2b6 + (2�+ �0) (2�0 + �) 1a3b3 == 1a3b3 ��2a3b3 (�� �0)2 + (2�+ �0) (2�0 + �)�(19:8:45)Pertanto: A2 = 1� �����������
H0 �1 1b3 � 1b3��0H0 � +2�0 1b3 �2� 1b30 �1 0 � 1a30 � 0 �2� 1a3

����������� (19:8:46)
A2 = 1� 8>><>>:H0 �������� � 2�0 1b3 �2� 1b3�1 0 � 1a3� 0 �2� 1a3

��������+ �0H0 ���������1 1b3 � 1b3�1 0 � 1a3� 0 �2� 1a3
��������9>>=>>; (19:8:47)A2 = 1� �H0 ��2�0 1b3 �2� 1a3 + � 1a3��+ �0H0 �� 1b3 �2� 1a3 + � 1a3��� = � 1� 9�B0a3b3(19:8:48)In de�nitiva: A2 = �9�B0�(2�+ �0) (2�0 + �)� 2a3b3 (�� �0)2� (19:8:49)Analogamente:

A02 = 1� �����������
0 H0 1b3 � 1b30 ��0H0 +2�0 1b3 �2� 1b31 0 0 � 1a3��0 0 0 �2� 1a3

����������� (19:8:50)
A02 = 1� 8>><>>:�������� H0 1b3 � 1b3��0H0 2�0 1b3 �2� 1b30 0 �2� 1a3

��������+ �0 �������� H0 1b3 � 1b3��0H0 2�0 1b3 �2� 1b30 0 � 1a3
��������9>>=>>; (19:8:51)19 - 33



||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-A02 = 1� ��2 �a3 �2�0H0 1b3 + �0H0b3 �� �0a3 �2�0H0b3 + �0H0b3 �� = � 1� 3B0a3b3 (2�+ �0)(19:8:52)In de�nitiva: A02 = �3 (2�+ �0)B0�(2�+ �0) (2�0 + �)� 2a3b3 (�� �0)2� (19:8:53)La 
ostante C 02 si pu�o 
al
olare direttamente dalla equazione 6) 
io�e dalla (19.8.41):C 02 = a3 (A2 � A02) = [�9�+ 3 (2�+ �0)℄B0a3�(2�+ �0) (2�0 + �)� 2a3b3 (�� �0)2� (19:8:54)In de�nitiva: C 02 = �3 (�� �0)B0a3�(2�+ �0) (2�0 + �)� 2a3b3 (�� �0)2� (19:8:55)Resta da 
al
olare C2C2 = 1� �����������
0 �1 H0 � 1b30 � ��0H0 �2� 1b31 �1 0 � 1a3��0 � 0 �2� 1a3

����������� (19:8:56)
C2 = 1� 8>><>>:���������1 H0 � 1b3� ��0H0 �2� 1b3� 0 �2� 1a3

��������+ �0 ���������1 H0 � 1b3� ��0H0 �2� 1b3�1 0 � 1a3
��������9>>=>>; (19:8:57)C2 = 1� ����2�H0b3 � �0H0b3 �� 2�a3 (�0H0 � �H0)�++ 1� ���0 ��2�H0b3 � �0H0b3 �� �0a3 (�0H0 � �H0)� (19:8:58)
he si pu�o an
ora s
rivere:C2 = 1� �� (�� �0) (2�+ �0) H0b3 � (2�+ �0) (�0 � �) H0a3 � == 1� �H0 (2�+ �0) (�� �0)� 1a3 � 1b3�� == 1� (2�+ �0) (�� �0)H0 �b3 � a3�a3b3 (19:8:59)

19 - 34



||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-
he, in de�nitiva, si s
rive:C2 = (2�+ �0) (�� �0) �b3 � a3�H0�(2�+ �0) (2�0 + �)� 2a3b3 (�� �0)2� (19:8:60)Riassumiamo le espressioni delle 
ostanti 
he abbiamo trovato:A2 = �9�B0�(2�+ �0) (2�0 + �)� 2a3b3 (�� �0)2� (19:8:61)A02 = �3 (2�+ �0)B0�(2�+ �0) (2�0 + �)� 2a3b3 (�� �0)2� (19:8:62)C2 = (2�+ �0) (�� �0) �b3 � a3�H0�(2�+ �0) (2�0 + �)� 2a3b3 (�� �0)2� (19:8:63)C 02 = �3 (�� �0)B0a3�(2�+ �0) (2�0 + �)� 2a3b3 (�� �0)2� (19:8:64)Vogliamo esprimere questi quattro 
oeÆ
ienti in funzione della permeabilit�a magneti
arelativa �r. Poi
h�e � = �0�r e il denominatore si pu�o s
rivere:� = ��20 (2�r + 1) (�r + 2)� 2�20 a3b3 (�r � 1)2� (19:8:65)le formule diventano: A2 = �9�rB0�0 �(2�r + 1) (�r + 2)� 2a3b3 (�r � 1)2� (19:8:66)A02 = �3 (2�r + 1)B0�0 �(2�r + 1) (�r + 2)� 2a3b3 (�r � 1)2� (19:8:67)C2 = (2�r + 1) (�r � 1) �b3 � a3�H0�(2�r + 1) (�r + 2)� 2a3b3 (�r � 1)2� (19:8:68)C 02 = �3 (�r � 1)B0a3�0 �(2�r + 1) (�r + 2)� 2a3b3 (�r � 1)2� (19:8:69)19 - 35
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i ||||||||-Per il 
al
olo degli altri 
oeÆ
ienti, si pro
ede nella seguente maniera. Si moltipli
hil'equazione 8) per �3 e la si 
onfronti 
on la 10): si trova C 01 = 0. Analogamente moltipli-
ando l'equazione 3) per �3, dopo aver posto C 01 = 0 e 
onfrontandola 
on la 5) si trovaC1 = 0.Le equazioni restanti 
io�e la 2), 5), 7), 10) formano un sistema omogeneo e si pu�ofa
ilmente veri�
are 
he il determinante dei 
oeÆ
ienti �e diverso da zero, per 
ui essoammette la soluzione banale per A3, A03, C3 e C 03, non
h�e per tutti gli altri 
oeÆ
ienti diordine superiore a tre.
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i ||||||||-Cal
olo delle 
omponenti dell'induzione magneti
a nella regione interna(regione 
ava, r < a).Le 
omponenti del 
ampo di induzione magneti
a nella regione 
ava del sistema, 
he�e quella di maggior importanza �si
a, si ottengono dalla (19.8.17) e dalla (19.8.20) dopol'opportuna sostituzione delle 
ostanti trovate. Si ha:Br(r<a) = 9�rB0 
os ��(2�r + 1) (�r + 2)� 2a3b3 (�r � 1)2� (19:8:70)
B�(r<a) = � 9�rB0 sin ��(2�r + 1) (�r + 2)� 2a3b3 (�r � 1)2� (19:8:71)�E interessante osservare 
he per �r >> 1, le formule (19.8.70) e (19.8.71) si possonos
rivere: Br(r<a) = 9�rB0 
os �2�2r �1� a3b3� (19:8:72)B�(r<a) = � 9�rB0 sin �2�2r �1� a3b3� (19:8:73)In 
oordinate 
artesiane, si ha:Bz = Br 
os � �B� sin �; Bx = Br sin � + B� 
os � (19:8:74)Ne segue: Bz(r<a) = 9B02�r �1� a3b3� ; Bx = 0 (19:8:75)Il 
ampo di induzione magneti
a, nella regione interna allo strato, ha lastessa direzione e verso del 
ampo esterno preesistente (imperturbato), ossiale linee di forza sono parallele all'asse z. Esso (nell'ipotesi �r >> 1) risultaproporzionale a 1�r . Di 
onseguenza uno s
hermo 
ostruito 
on materiale dialta permeabilit�a �r ' 103� 106 ridu
e a valori assai pi

oli il 
ampo all'internoan
he se lo spessore dello s
hermo �e relativamente pi

olo.Cal
olo delle 
omponenti dell'induzione magneti
a nella regione esterna(r > b).Le 
omponenti del 
ampo di induzione magneti
a nella regione esterna allo stratosi ottengono dalla (19.8.18) e dalla (19.8.15) dopo l'opportuna sostituzione delle 
ostanti19 - 37
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i ||||||||-trovate. Si ha:H�(r>b) = �H0 sin � + (2�r + 1) (�r � 1) �b3 � a3��(2�r + 1) (�r + 2)� 2a3b3 (�r � 1)2� 1r3H0 sin � (19:8:76)Br(r>b) = �0H0 
os � + 2�0 (2�r + 1) (�r � 1) �b3 � a3��(2�r + 1) (�r + 2)� 2a3b3 (�r � 1)2� 1r3H0 
os � (19:8:77)
he �e 
onveniente s
rivere nella forma:Br(r>b) = B0�1 + 
 2r3� 
os � (19:8:78)B�(r>b) = �B0�1� 
 1r3� sin � (19:8:79)avendo posto: 
 = (2�r + 1) (�r � 1) �b3 � a3��(2�r + 1) (�r + 2)� 2a3b3 (�r � 1)2� (19:8:80)Cal
olo delle 
omponenti dell'induzione magneti
a nella regione internaallo strato (a < r < b).Le 
omponenti del 
ampo di induzione magneti
a nella regione interna allo strato siottengono dalla (19.8.16) e (19.8.19) dopo l'opportuna sostituzione delle 
ostanti trovate.Si ha:H�(rab) = �3 (2�r + 1)H0 sin ��(2�r + 1) (�r + 2)� 2a3b3 (�r � 1)2� + �3 (�r � 1)H0a3 sin ��(2�r + 1) (�r + 2)� 2a3b3 (�r � 1)2� 1r3(19:8:81)Br(rab) = 3� (2�r + 1)H0 
os ��(2�r + 1) (�r + 2)� 2a3b3 (�r � 1)2� + �3� (�r � 1)H02a3 
os ��(2�r + 1) (�r + 2)� 2a3b3 (�r � 1)2� 1r3(19:8:81)
he si possono s
rivere:B�(rab) = �3�r (2�r + 1)B0�(2�r + 1) (�r + 2)� 2a3b3 (�r � 1)2� �1 + (�r � 1)a3(2�r + 1)r3 � sin � (19:8:82)Br(rab) = 3�r (2�r + 1)B0�(2�r + 1) (�r + 2)� 2a3b3 (�r � 1)2� �1� (�r � 1)2a3(2�r + 1)r3 � 
os � (19:8:83)19 - 38



||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-Gra�
o delle linee di forzaRegione esterna (r > b)Poi
h�e le equazioni delle 
omponenti dei 
ampi dell'induzione magneti
a nei puntiesterni (r > b) hanno la stessa forma di quelle 
ompetenti ad una sfera perfettamente
onduttri
e o dielettri
a, l'equazione delle linee di forza relative al 
ampo di induzionemagneti
a nei punti esterni (r > b) �e data da:j sin �j = �r rr3 + 2
 (19:8:84)essendo 
 = (2�r + 1) (�r � 1) �b3 � a3��(2�r + 1) (�r + 2)� 2a3b3 (�r � 1)2� (19:8:85)An
he in questo 
aso il parametro � rappresenta l'ordinata della linea di forza del
ampo di induzione magneti
a iniziale ~B0 (imperturbato). Il valore di � al di sopra delquale le linee di forza del 
ampo magneti
o non to

heranno mai la sfera risulta:�s =rb3 + 2
b (19:8:86)Regione interna allo strato (a < r < b)L'equazione 
he des
rive le linee di forza nella regione dello strato �e:rBrd� � B�dr = 0 (19:8:87)Sostituendo nella (19.8.87) le espressioni (19.8.82) e (19.8.83), si ha:r�1� � 2a3r3 � 
os �d� = ��1 + � a3r3� sin �dr (19:8:88)avendo posto: � = �r � 12�r + 1 (19:8:89)L'equazione (19.8.88) si pu�o s
rivere:�
os �sin � d� = 1 + � a3r31� � 2a3r3 drr (19:8:90)Eseguendo lo stesso pro
edimento e�ettuato nel 
aso di sfera 
onduttri
e, risulta:j sin �j = �1r rjr3 � 2�a3j (19:8:91)19 - 39
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i ||||||||-Osservando 
he il parametro � = �r � 12�r + 1 assume, al variare di �r fra 1 e +1, valori
ompresi fra 0 e 12, risulta sempre r3 > 2�a3.Quindi jr3 � 2�a3j = r3 � 2�a3 e la (19.8.91) diventa:j sin �j = �1r rr3 � 2�a3 (19:8:92)Per garantire la 
ontinuit�a gra�
a della linea di forza interna allo strato 
on quellaesterna o

orre 
orrelare il parametro �1 
on il paramtro � 
he �e quello 
he generalmentesi fa variare.Questo si ottiene imponendo 
he per r = b i se
ondi membri delle equazioni (19.8.84)e (19.8.92) siano eguali, ossia: �s bb3 + 2
 = �1s bb3 � 2�a3 (19:8:93)
he 
omporta: �1 = � r bb3 + 2
r bb3 � 2�a3 (19:8:94)Come esempio gra�
hiamo le linee di forza nel 
aso in 
ui �r = 1000, a = 0:7 e b = 1.Risulta: 
 = 0:99468; � = 0:49925; �s = 1:729; �1 = 0:46899� (19:8:95)Il gra�
o �e rappresentato in �gura 19.8-2.
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i ||||||||-

�3 �2 �1 0 1 2 3z

Linee di forza del 
ampo magneti
o (�r = 1000, a = 0:7, b = 1)
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||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-Per 
omprendere meglio il me

anismo dello s
hermaggio, ossia della debole penetra-zione del 
ampo nella parte 
ava (r < a), vogliamo valutare il valore del parametro �, siaesso �(i)s , al di sopra del quale le linee di forza non penetrano nella zona 
ava ma vengono"guidate" all'interno dello strato.Per questo 
onsideriamo la (19.8.92); deve ne
essariamente essere:�1r rr3 � 2�a3 � 1 (19:8:96)
La funzione r rr3 � 2�a3 , per r � a �e de
res
ente all'aumentare di r ed ha il valoremassimo per r = a. Tale valore massimo vale r 1a2(1� 2�)Ne segue 
he per valori di �1 > qa2(1� 2�) la (19.8.92) �e soddisfatta soltanto pervalori di r > a 
io�e le linee di forza non to

heranno mai la sfera interna di raggio a ossiaesse non penetrano nella zona 
ava.Vi
eversa per valori di �1 �qa2(1� 2�) la (19.8.92) �e soddisfatta an
he per r = a equindi le linee di forza to

heranno la sfera interna e penetrano nella zona 
ava.Il valore �1s =qa2(1� 2�) rappresenta quindi il valore di �1 al di sopra del quale lelinee di forza si mantengono sempre all'interno dello strato. Ad esso 
orrisponde il valore�(i)s 
he si pu�o fa
ilmente 
al
olare dalla formula (19.8.93).Si ha: �1s = �(i)s r bb3 + 2
r bb3 � 2�a3da 
ui: �(i)s = �1sr bb3 � 2�a3r bb3 + 2
 =qa2(1� 2�)r bb3 � 2�a3r bb3 + 2
Il parametro �(i)s �e funzione, oltre 
he dei raggi a e b, del parametro 
ostitutivo �r. �E19 - 42



||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-interessante studiare tale andamento.

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500�r

Andamento di �(i)s in funzione di �r dello strato, (a = 0:7, b = 1)

0.00.1
0.20.3
0.40.5
0.60.7

�(i)s
......................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

�g.19.8-3�r 
 � �(i)s1 0 0 0.72 0:1701 0:2 0.675810 0:6321 0:4286 0.473820 0:7822 0:4634 0.367150 0:9020 0:4851 0.2473100 0:9488 0:4925 0.1789200 0:9739 0:4963 0.1280300 0:9824 0:4975 0.1049400 0:9868 0:4981 0.0910500 0:9894 0:4985 0.08151000 0:9947 0:4993 0.05785000 0:9989 0:4999 0.025910000 0:9995 0:4999 0.0183� � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � �1 1 0:5 0Come abbiamo detto penetrano nella sfera 
ava soltanto le linee di forza 
ontenute inun 
ilindro di raggio �(i)s 
on l'asse, diretto se
ondo le linee di forza del 
ampo inizialmente19 - 43



||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-uniforme, passante per il 
entro della sfera. All'aumentare di �r il raggio del 
ilindrodiminuis
e e quindi soltanto una pi

ola porzione del 
ampo esterno 
ontribuis
e al 
amponella regione 
ava. Le linee di forza esterne al 
ilindro vengono deviate e mantenuteinteramente all'interno dello strato. Per �r ! 1, �(i)s ! 0 e tutte le linee di forza sonoall'interno dello strato; nessuna linea penetra nella zona 
ava ed il 
ampo di induzionemagneti
a interno ad essa �e nullo. Le �gure 19.8-4 e 19.8-5 illustrano tali situazioni.Alleghiamo il programma in ambiente matlab per il 
al
olo di �(i)s .Programma Matlab 
si.mdelete(get(0,'
hildren'));
lf;a=0.7;b=1;mu=(1:10:500)';gamma=(2.*mu+1).*(mu-1).*(b.^3-a.^ 3) ./((2.*mu+1).*(mu+2)-2.*a.^3./b.^ 3.*...(mu-1).^ 2);zita=(mu-1)./(2.*mu+1);
siis=sqrt(b./abs(b.^ 3-2.*zita.*a.^3)) ./sqrt(b./(b.^ 3+2.*gamma)).*sqrt(a.^2.*...(1-2.*zita));[mu gamma zita 
siis℄plot(mu,
siis)axis([0,500,0,0.7℄)Alleghiamo il programma in ambiente matlab per il gra�
o delle linee di forza interneallo strato. Programma Matlab strato.mdelete(get(0,'
hildren'));
lf;%gra�
o delle linee di forza interne allo strato nel primo quadrantea=0.7;b=1;r=b:-0.01:a;mu=2;gamma=(2.*mu+1).*(mu-1).*(b.^3-a.^ 3) ./((2.*mu+1).*(mu+2)-2.*a.^3./b .^ 3.*...(mu-1).^ 2)zita=(mu-1)./(2.*mu+1)
si=1;
si1=
si.*sqrt(b./(b.^ 3+2.*gamma)) ./sqrt(b./(b.^ 3-2.*zita.*a.^ 3))y=
si1.*sqrt(r./(r.^ 3-2.*zita.*a.^ 3));z=r.*sqrt(1-y.^ 2);x=r.*y;plot(z,x)[z;x℄'axis([0,1,0,1℄) 19 - 44



||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-%disegno del primo quadrante dello stratox1=0:0.001:a;z1=sqrt(a^ 2-x1.^ 2);hold onzoomplot(z1,x1)x2=0:0.001:b;z2=sqrt(b^ 2-x2.^ 2);hold onzoomplot(z2,x2)
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i ||||||||-

�1:5 �1:0 �0:5 0.0 0.5 1.0 1.5z

Linee di forza del 
ampo magneti
o (�r = 2, a = 0:7, b = 1)
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||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-
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Linee di forza del 
ampo magneti
o (�r = 20, a = 0:7, b = 1)
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||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-19.9 - Teoria di Rayleigh sull'azzurro del 
ieloCome appli
azione del problema relativo alla sfera dielettri
a posta in un 
ampo elet-tri
o uniforme, trattiamo la teoria della di�usione della lu
e da parte delle mole
ole di gas,dis
ussa quantitativamente per la prima volta da Lord Rayleighy nel 1871 e nel 1899, perspiegare il fenomeno dell'azzurro del 
ielo. �E importante ri
ordare 
he an
he Leonardoda Vin
i aveva 
apito gli aspetti essenziali di tale fenomeno nel 1500, e�ettuando esperi-menti sulla di�usione della lu
e da parte di fumo di legna, anti
ipando 
os�i gli analoghiesperimenti e�ettuati da Tyndall intorno al 1870.Consideriamo una mole
ola 
ome una pi

ola sfera dielettri
a di raggio a e 
ostantedielettri
a �, e supponiamo 
he essa venga irradiata da un'onda elettromagneti
a piana il
ui vettore 
ampo elettri
o �e: ~Ei = E0bzeiky � i!t (19:9:1)Nell'ipotesi 
he il raggio a della sfera sia molto pi�u pi

olo della lunghezzad'onda della lu
e in
idente, la fase dell'onda elettromagneti
a eiksferay non varia inmodo importante nei punti interni della sfera; pertanto si pu�o ritenere 
he la sfera stessasia sottoposta ad un 
ampo elettri
o uniforme spazialmente 
ome nel 
aso da noi gi�a
onsiderato.

�g.19.9-1
........................................................................................................................................................................................................... ...................... y.............................................................................................................................
....................................................................................................z ............................................................................................................................................................................................................x ................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

..............�P......................................................�......................................................................................................... ............... ~p....................................................................................................................................... ~E0............................................................................................................................................~H0 ................................................................................................................. ......................

Riprendiamo la formula (19.5.17) 
he esprime la funzione potenziale nei punti esterniy John William Strutt, third Baron Rayleigh, (1842-1919): �si
o inglese, insignito, nel1904, del premio Nobel per la �si
a per le sue ri
er
he sulla densit�a dei gas pi�u importantie per la s
operta dell'argon. 19 - 48



||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-alla sfera dielettri
a posta in un 
ampo elettri
o uniforme:�ext = 
ost�E0r 
os � + �r � 1�r + 2E0a3r�2 
os � (19:9:2)Da questa formula si evin
e 
he il potenziale del 
ampo elettri
o 
he si stabilis
e fuoridella sfera �e la somma del potenziale 
ompetente al 
ampo uniforme preesistente e di unpotenziale di tipo dipolare 
ome si dedu
e dal terzo termine del se
ondo membro della(19.9.2).Pertanto, segue 
he, una sfera dielettri
a posta in un 
ampo elettri
o uniforme si
omporta 
ome un dipolo elettri
o stati
o.Per 
al
olare tale momento di dipolo indotto basta eguagliare il terzo termine delse
ondo membro della (19.9.2) all'espressione generale del potenziale di un dipolo dato da:�dip = 14��0 p 
os �r2 (19:9:3)Segue, pertanto, 
he il modulo del momento di dipolo indotto sulla sfera si ri
ava dallaequazione: 14��0 psfera 
os �r2 = �r � 1�r + 2E0a3r�2 
os � (19:9:4)da 
ui: psfera = 4��0a3 �r � 1�r + 2E0 (19:9:5)Pertanto, nell'ipotesi 
he il 
entro della parti
ella sferi
a si trovi nell'origine delle
oordinate e, ponendo, in virt�u dell'ipotesi a << �, y = 0 nella (19.9.1), si ha per ilmomento di dipolo indotto da un'onda piana su una parti
ella dielettri
a di raggio moltopi

olo rispetto alla lunghezza d'onda, la seguente espressione:~psfera = 4��0a3 �r � 1�r + 2E0bze�i!t (19:9:6)La sfera dielettri
a, irradiata da un'onda piana, si 
omporter�a, pertanto,
ome un dipolo hertziano irradiante nello spazio un 
ampo elettromagneti
o
he si sovrapporr�a al 
ampo dell'onda piana in
idente.Tale 
ampo di radiazione sar�a 
al
olato 
on le formule della teoria del dipolo hertziano,dopo aver legato la quantit�a Il 
he �gura nell'espressione del 
ampo elettri
o emesso daldipolo hertziano 
on il momento di dipolo della sferetta dato dalla (19.9.6).Si ha l'equivalenza: ~psfera = qlbz (19:9:7)da 
ui d~pdt = dqdt lbz (19:9:8)
io�e �i!~p = Ilbz (19:9:9)19 - 49



||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-Pertanto il 
ampo emesso dalla sfera nella far zone �e:~E = �be�!2p�0 eikr4�r sin � = �be�!2�04��0a3 �r � 1�r + 2E0 eikr4�r sin � =�be�k2a3 �r � 1�r + 2E0 eikrr sin � (19:9:10)Il 
ampo magneti
o di�uso dalla sfera dielettri
a nella far zone �e:~H(~r) = �be�k!peikr4�r sin � = �be�k2
peikr4�r sin � = �be�k2
a3�0 �r � 1�r + 2E0 eikrr sin �(19:9:11)Il vettore di Poynting, mediato in un periodo, �e reale ed �e dato da:h~Si = ber k4
a6�02r2 ��r � 1�r + 2�2E20 sin2 � (19:9:12)La potenza totale di�usa dalla sfera �e:Pdiff = 43�k4Z a6��r � 1�r + 2�2E20 (19:9:13)�E importante 
al
olare il rapporto fra la potenza totale di�usa dalla sfera e la densit�adi potenza dell'onda in
idente; questo rapporto, 
he indi
hiamo 
on �d prende il nome disezione totale di di�usione e si misura in m2. Poi
h�e:hPii = 12ZE20 (19:9:14)�e la densit�a di potenza, mediata in un periodo, dell'onda in
idente, si ha:�d = 83�k4a6��r � 1�r + 2�2 (19:9:15)Esprimendo la �d in funzione della lunghezza d'onda, si ha:�d = 1283 �4 ��a2���r � 1�r + 2�2 a4�4 (19:9:16)La formula (19.9.16) 
ostituis
e la legge di Rayleigh.La dipendenza 1�4 signi�
a evidentemente 
he nel 
ampo della lu
e visibile il rosso�e la 
omponente meno di�usa e il violetto la 
omponente pi�u di�usa. La lu
e 
he siosserva in direzione diversa da quella del fas
io in
idente 
ontiene una per
entuale pi�ualta di 
omponenti di alta frequenza (blu) rispetto alla 
omposizione spettrale del fas
ioin
idente, mentre il fas
io trasmesso si arri

his
e progressivamente di 
omponenti rosse,19 - 50
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i ||||||||-e 
ontemporaneamente la sua intensit�a 
omplessiva diminuis
e. Il 
olore azzurro del 
ielo,il rosso del sole al tramonto, la �o
hezza del sole d'inverno e la fa
ilit�a delle s
ottatured'estate sono tutte 
onseguenze della di�usione di Rayleigh della lu
e nell'atmosfera.Infatti, la sezione di di�usione (19.9.16) rappresenta la potenza di�usa per mole
ola
on un 
usso unitario di energia in
idente; nell'attraversare uno spessore dy del gas, laperdita per
entuale di potenza �e �N�ddy, essendo N il numero di mole
ole per unit�a divolume. Pertanto, l'intensit�a del fas
io in
idente diventa:I(y) = I0e�N�dy (19:9:17)Poi
h�e l'indi
e di rifrazione dell'aria nel 
ampo della lu
e visibile (4100 � 6500) �Aa T.P.N. �e (n � 1) = 2:78 � 10�4, nell'ipotesi di un numero di mole
ole N = 2:69 � 1019mole
ole=
m3, valori tipi
i di 
oeÆ
ienti di attenuazione sono:Colore N�d(
m�1)Lu
e violetta(� = 4100 _A) 2:29 � 10�11Lu
e verde(� = 5200 _A) 8:86 � 10�12Lu
e rossa(� = 6500 _A) 3:63 � 10�12Sebbene i valori sopra riportati sono 
ertamente molto approssimati, si vede subito
ome il 
oeÆ
iente di attenuazione 
ompetente alla radiazione violetta �e pi�u grande di unfattore 10 rispetto alla radiazione rossa. Questo per
h�e, ripetiamo, la lu
e violetta vienedi�usa.Usando un modello di atmosfera isoterma in 
ui la densit�a varia esponenzialmente 
onl'altezza (vedi pro�lo della ionosfera), si possono 
al
olare i seguenti rapporti fra l'intensit�aluminosa alla super�
ie della terra e quella in
idente sull'atmosfera, 
on il sole allo zenithoppure all'alba o tramonto, per le tre lunghezze d'onda.Colore Zenith Alba-tramontoRosso (� = 6500 _A) 0:96 0:21Verde (� = 5200 _A) 0:90 0:024Violetto (� = 4100 _A) 0:76 0:000065Questi numeri mettono in 
lamoroso rilievo lo spostamento verso il rosso della lu
esolare residua all'alba e al tramonto.Fine del Cap.19 19 - 51


