
||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-Cap. 18Fibre otti
he e guide dielettri
he18.1 - IntroduzionePer la propagazione guidata di radiazione a frequenza nella gamma del visibile e delvi
ino infrarosso si pu�o far uso delle �bre otti
he. Queste sono 
ostituite da un materialedielettri
o �liforme, 
io�e sono di forma 
ilindri
a rotonda e di lunghezza molto maggioredel diametro. Il loro indi
e di rifrazione varia in direzione radiale. Si distinguono, di solito,due 
lassi di �bre: quelle il 
ui indi
e di rifrazione varia 
on 
ontinuit�a e quelle in 
ui lavariazione dell'indi
e �e dis
ontinua.Ci o

uperemo essenzialmente di quest'ultima 
lasse di �bre.Lo s
hema pi�u sempli
e adottato per questo tipo di �bre �e quello di un 
ilindro dielet-tri
o di indi
e di rifrazione n1 
ir
ondato da un 
ilindro dielettri
o 
on
entri
o di indi
e dirifrazione n2 tali 
he: n1 > n2 (18:1:1)Questo tipo di �bra �e 
hiamata �bra rivestita (
ladded �ber); il 
ilindro interno si
hiama nu
leo della �bra (
ore).
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La se
onda regione dielettri
a, 
on indi
e di rifrazione n2, non �e essenziale per lapropagazione guidata della lu
e. La �bra funzioner�a da guida an
he se n2 = 1. Vi sonodue motivi importanti 
he 
onsigliano l'uso di una �bra otti
a 
ladded piuttosto 
he unabarra 
ilindri
a dielettri
a. 18 - 1



||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-Il primo motivo �e 
he i 
ampi in una guida dielettri
a non sono pienamente 
ontenutinel nu
leo, ma si estendono leggermente al di fuori di esso, dove de
adono 
on legge espo-nenziale. Poi
h�e la �bra si
uramente viene sostenuta nello spazio, bisogna evitare e�ettidi di�usione e di distorsione del 
ampo da parte dei me

anismi di supporto in 
ontatto
on il nu
leo: questo si ottiene mediante il rivestimento dentro il quale il 
ampo de
adeesponenzialmente 
osi

h�e all'esterno della �bra il 
ampo �e nullo.La se
onda ragione per usare �bre 
ladded deve essere ri
er
ata nel me

anismo diguida dei 
ampi nella �bra. Come vedremo in seguito, ad una data frequenza una �braotti
a �e in grado di sostenere solo un numero �nito di modi guidati, quelli la 
ui frequenzadi taglio risulta inferiore alla frequenza data. Maggiore �e il rapporto fra il raggio a1 delnu
leo interno della �bra e la lunghezza d'onda � della radiazione guidata, maggiore �e ilnumero di modi guidati possibili. Per trasmettere lu
e, �e spesso desiderabile limitare ilpi�u possibile il numero dei modi guidati: il funzionamento ad un solo modo �e possibilepur
h�e il nu
leo interno della guida abbia opportune dimensioni. Le dimensioni del nu
leo
he permettono operazioni a singolo modo, dipendono 
riti
amente dal rapporto n1=n2:maggiore �e questo rapporto, minore deve essere a1 per assi
urare la propagazione a singolomodo. Dato 
he �e diÆ
ile produrre �bre otti
he 
on un nu
leo di diametro minore di 0:5�, si preferis
e evitare questo in
onveniente fa
endo s�i 
he il rapporto degli indi
i n1=n2sia molto vi
ino all'unit�a (
osa 
he non pu�o essere ottenuta se �e n2 = 1). �E allora possibileavere un diametro del nu
leo molto maggiore (�no a pare

hi mi
ron) e nello stesso tempoun funzionamento a singolo modo della guida d'onda.Le �bre otti
he hanno al
une 
aratteristi
he in 
omune 
on le guide d'onda metalli
he
ave. Entrambe possono sostenere un numero �nito di modi guidati per una data frequenza.Entrambe presentano il problema della 
onversione di modo se la guida si allontana inqualunque maniera dalla perfetta geometria. Comunque, mentre guide d'onda metalli
hepossono sostenere solo modi guidati, e la 
onversione di modo �e limitata allo s
ambio dipotenza fra i �niti modi guidati, lo spettro dei modi delle guide dielettri
he e �bre otti
he,oltre ad avere un �nito numero di modi guidati, possiede an
he un 
ontinuo di modi diradiazione non guidata.Questi modi di radiazione sono legittime soluzioni delle equazioni di Maxwell 
he sod-disfano le 
ondizioni al 
ontorno imposte sui 
ampi dalla presenza dell'interfa

ia dielet-tri
a.Tuttavia, mentre i modi guidati possono avere solo valori dis
reti delle loro 
ostanti dipropagazione, vi sono in�niti modi di radiazione 
on 
ostanti di propagazione 
he formanouno spettro 
ontinuo. Deviazioni dalla perfetta geometria non solo 
onvertono potenza frai modi guidati della guida dielettri
a ma an
he trasferis
ono potenza nello spettro 
ontinuodei modi di radiazione.Questa appare 
ome radiazione all'us
ita della guida dielettri
a.Dis
uteremo i modi delle guide dielettri
he sulla base delle equazioni di Maxwell.E�etti di polarizzazione sono importanti per queste strutture e non possono essere ignorati.Conseguentemente non �e ammissibile 
onsiderare i problemi dei modi guidati sulla basedella equazione d'onda s
alare. Il trattamento matemati
o dei modi guidati e di radiazionenelle �bre 
ilindri
he �e diÆ
ile ed an
ora pi�u diÆ
ile �e il trattamento della 
onversione deimodi. 18 - 2



||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-Per questo, 
omin
eremo a trattare le guide 
ilindri
he per poi passare a fare lo studio
ompleto nel 
aso di lastre dielettri
he i 
ui risultati sono �si
amente gli stessi delle guide
ilindri
he ma la matemati
a �e meno 
omplessa.

18 - 3



||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-18.2 - Modi guidati in �bre 
ilindri
he rivestitePer studiare i modi guidati in una �bra rivestita, possiamo supporre a2 ! 1. As-sumiamo 
oordinate 
ilindri
he e appli
hiamo le stesse equazioni 
he abbiamo utilizzatonel 
aso di guida 
ir
olare metalli
a. Cal
oliamo, al solito, Ez e Hz e poi ri
aviamo la ~Ete la ~Ht dalle equazioni utilizzate per le guide metalli
he.Queste equazioni sono:�2Ez�r2 + 1r �Ez�r + 1r2 �2Ez��2 + h2Ez = 0 (18:2:1)�2Hz�r2 + 1r �Hz�r + 1r2 �2Hz��2 + h2Hz = 0 (18:2:2)Notiamo subito 
he la (18.2.1) e la (18.2.2) sono sempre valide nel nostro 
aso inquanto, pur 
onsiderando regioni 
on diverso indi
e di rifrazione, le singole regioni sonomezzi omogenei.Fattorizziamo la soluzione delle (18.2.1) e (18.2.2) 
ome prodotto di due funzioni F (r)e G(�), per esse si ha: d2F (r)dr2 + 1r dF (r)dr + �h2 � �2r2�F (r) = 0 (18:2:3)d2G(�)d�2 = ��2G(�) (18:2:4)L'equazione (18.2.4) ammette 
ome soluzione:G(�) = ei�� (18:2:5)
on � intero 0;�1;�2; ::: (per quanto abbiamo gi�a pre
edentemente detto).Consideriamo l'equazione radiale in F (r); 
ome abbiamo gi�a visto, una soluzione �e lafunzione di Bessel di ordine � J�(x) 
on x = hr. Poi
h�e dobbiamo des
rivere il 
ampoan
he fuori dal 
ore, abbiamo bisogno di un'altra soluzione indipendente della equazioneradiale.La soluzione J��(x) �e da s
artare in quanto J� e J�� sono linearmente dipendenti,ossia: J�(x) = (�1)�J��(x).Si deve quindi ri
orrere a qual
he altro metodo per trovare una se
onda soluzione.Per questo si 
onsidera la funzione di Bessel di se
onda spe
ie de�nita dalla relazione:N�(x) = 1sin �� [J�(x) 
os �� � J��(x)℄ (18:2:6)Questa viene 
hiamata, an
he, funzione di Neumann.Si pu�o dimostrare 
he questa funzione �e indipendente da J�(x) per ogni valore di � maper � intero il se
ondo membro assume la forma indeterminata 00 . Il valore della funzionesi pu�o determinare 
ol solito pro
edimento di derivare numeratore e denominatore rispetto18 - 4



||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-a � e 
al
olare il limite per � intero. L'espressione risultante �e piuttosto 
ompli
ata. Cilimitiamo qui a darne solo il primo termine valido in prossimit�a dell'origine.N0(x) ' � 2� ln 2
0x (18:2:7)Nn(x) ' � (n� 1)!� � 2x�n (n = 1; 2; :::::) (18:2:8)dove 
0 = 1:78107 e jxj << 1.La propriet�a 
aratteristi
a delle funzioni di Bessel di se
onda spe
ie �e la loro sin-golarit�a nell'origine. Poi
h�e esse diventano in�nite per x = 0, non si possono utilizzareper rappresentare 
ampi �niti (e quindi �si
amente signi�
anti) nell'intorno dell'origine equindi nel nu
leo della �bra.Vediamo adesso di analizzare il 
omportamento delle funzioni di Bessel per x suÆ-
ientemente grande 
io�e il loro 
omportamento asintoti
o. Si ha:J�(x) 'r 2�x 
os�x� 2� + 14 �� (18:2:9)N�(x) 'r 2�x sin�x� 2� + 14 �� (18:2:10)per jxj >> 1 e jxj >> �.Cosi

h�e a distanze molto grandi dall'origine le funzioni 
ilindri
he (la 
lasse dellefunzioni di Bessel) di prima e se
onda spe
ie si 
omportano 
ome le funzioni seno e 
oseno,ma si attenuano al 
res
ere di x 
ome 1px .Per des
rivere il 
ampo fuori dal nu
leo abbiamo bisogno di funzioni 
he de
res
ono
on legge esponenziale.Ci 
ostruiamo, allora, una 
ombinazione lineare delle soluzioni J�(x) e N�(x) perottenere delle funzioni adatte al nostro 
aso.Si de�nis
ono quindi le funzioni di Bessel di terza spe
ie, o funzioni di Hankel 
omevengono dette 
omunemente, mediante le relazioni:H(1)� = J�(x) + iN�(x) (18:2:11)H(2)� = J�(x)� iN�(x) (18:2:12)Dalle formule pre
edenti si dedu
e 
he per valori molto grandi di x si pu�o s
rivere:H(1)� 'r 2�xe+i�x� 2� + 14 �� (18:2:13)H(2)� 'r 2�xe�i�x� 2� + 14 �� (18:2:14)18 - 5



||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-per jxj >> 1 e jxj >> �.Se x (
io�e hr e quindi h) �e reale le (18.2.13) � (18.2.14) rappresentano onde viaggiantilungo la direzione positiva o negativa di r a se
onda della nostra s
elta nella dipendenzatemporale e�i!t.Pertanto, poi
h�e l'onda si perderebbe verso l'esterno del nu
leo della �brae non rimarrebbe guidata in esso, se vogliamo modi guidati dobbiamo imporreh immaginario.Pertanto, in virt�u del fondamentale teorema sulle onde guidate in guide metalli
he,poniamo h = i
.In questo 
aso H(1)� (i
r) diventa proporzionale a e�
r per grandi valori dello argo-mento, mentreH(2)� (i
r) diventa proporzionale a e+
r. �E 
hiaro, quindi 
he soloH(1)� (i
r)
ol suo 
omportamento di de
adere esponenzialmente �e idonea a des
rivere modi guidatilungo l'asse della �bra fuori dal 
ore. H(2)� (i
r) deve essere s
artata per
h�e des
rive 
ampi
he 
res
ono esponenzialmente fuori dalla �bra.Le funzioni J� , N� , H(1)� , H(2)� , o una loro qualunque 
ombinazione sono dette funzioni
ilindri
he.Riepilogando, possiamo a�ermare 
he 
i ne
essitano soluzioni diverse a se
onda 
hesiamo nella regione interna al nu
leo della �bra o in quella esterna.18.3 - Soluzioni nel nu
leo e nel mantelloLe soluzioni nel nu
leo devono restare �nite per r = 0 mentre le soluzioni nella regionedel mantello devono de
adere esponenzialmente lungo r se vogliamo trovare soluzioni permodi guidati lungo z.Quindi per r < a si ha: Ez = A�J�(hr)ei��e�i�z (18:3:1)Hz = B�J�(hr)ei��e�i�z (18:3:2)Dalle (16.1.38) e (16.1.39) si ri
ava:Er = � ih2 h�hA�J 0�(hr) + i!�0 �rB�J�(hr)i ei��e�i�z (18:3:3)E� = � ih2 hi� �r A�J�(hr)� h!�0B�J 0�(hr)i ei��e�i�z (18:3:4)Hr = � ih2 h�i!�1 �r A�J�(hr) + h�B�J 0�(hr)i ei��e�i�z (18:3:5)H� = � ih2 hh!�1A�J 0�(hr) + i� �r B�J�(hr)i ei��e�i�z (18:3:6)dove J 0�(hr) indi
a la derivata prima della funzione di Bessel J� rispetto ad hr.La relazione fra l'autovalore h e la 
ostante di propagazione � �e:h2 = !2�1�0 � �2 (18:3:7)18 - 6



||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-Posto k21 = !2�1�0 si ha: h2 = k21 � �2 (18:3:8)La 
ostante dielettri
a del 
ore �e 
orrelata all'indi
e di rifrazione dall'equazione:n21 = �1�0 (18:3:9)Le 
omponenti del 
ampo nel mantello, 
io�e per r > a, sono date da:Ez = C�H(1)� (i
r)ei��e�i�z (18:3:10)Hz = D�H(1)� (i
r)ei��e�i�z (18:3:11)Dalle (16.1.38) e (16.1.39) si ri
ava:Er = � 1
2 h�
C�H(1)� 0(i
r) + !�0 �rD�H(1)� (i
r)i ei��e�i�z (18:3:12)E� = � 1
2 h� �r C�H(1)� (i
r)� 
!�0D�H(1)� 0(i
r)i ei��e�i�z (18:3:13)Hr = � 1
2 h�!�2 �r C�H(1)� (i
r) + 
�D�H(1)� 0(i
r)i ei��e�i�z (18:3:14)H� = � 1
2 h
!�2C�H(1)� 0(i
r) + � �rD�H(1)� (i
r)i ei��e�i�z (18:3:15)Si noti 
he in tutte le formule delle 
omponenti dei 
ampi �e stato omesso il fattoreei!t.La relazione fra 
, � e k22 = !2�2�0 �e data da:
2 = �2 � k22 (18:3:16)18.4 - Condizioni al 
ontorno ed equazione di dispersionePer
h�e il problema sia univo
amente determinato dobbiamo trovare le 
ostanti A� ,B� , C� , D� e gli autovalori h e 
 per determinare la 
ostante di propagazione �.Per questo dobbiamo imporre le 
ondizioni al 
ontorno per i 
ampi sulla super�
ie diseparazione fra il nu
leo e il mantello.Poi
h�e delle quattro 
ostanti solo tre devono essere determinate in quanto una, peresempio A, dipende dalla sorgente, abbiamo bisogno di quattro equazioni 
he 
ostruiamoimponendo le 
ondizioni al 
ontorno soltanto sulle 
omponenti tangenti alla super�
ie,
io�e: Ez, Hz, E�, H�.Per quanto sappiamo deve esser
i 
ontinuit�a fra queste 
omponenti quando si passadal nu
leo al mantello, 
io�e deve essere:A�J�(ha)� C�H(1)� (i
a) = 0 (18:4:1)�h2 �aA�J�(ha) + i!�0h B�J 0�(ha) + �
2 �aC�H(1)� (i
a)� !�0
 D�H(1)� 0(i
a) = 0(18:4:2)B�J�(ha)�D�H(1)� (i
a) = 0 (18:4:3)� i!�1h A�J 0�(ha) + �h2 �aB�J�(ha) + !�2
 C�H(1)� 0(i
a) + �
2 �aD�H(1)� (i
a) = 0(18:4:4)18 - 7



||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-Il sistema (18.4.1) � (18.4.4) �e un sistema di equazioni omogenee nelle in
ogniteA� , B� , C� e D� . Esso pu�o essere ridotto ad un sistema di due equazioni sostituendonella (18.4.2) e nella (18.4.4) le in
ognite C� e D� ri
avate dalla (18.4.1) e dalla (18.4.3)rispettivamente, ossia: C� = J�(ha)H(1)� (i
a)A� (18:4:5)D� = J�(ha)H(1)� (i
a)B� (18:4:6)Si ottengono quindi le seguenti due equazioni nelle in
ognite A� e B� :��a A� � 1h2 + 1
2�+ i!B�  �0h J 0�(ha)J�(ha) + i�0
 H(1)� 0(i
a)H(1)� (i
a) ! = 0 (18:4:7)�i!A�  �1h J 0�(ha)J�(ha) + i �2
 H(1)� 0(i
a)H(1)� (i
a) !+ ��a B� � 1h2 + 1
2� = 0 (18:4:8)Il sistema di equazioni (18.4.7) e (18.4.8) ammette soluzioni diverse da quella banalese il determinante dei 
oeÆ
ienti �e nullo, ossia se:!2 �0h J 0�(ha)J�(ha) + i�0
 H(1)� 0(i
a)H(1)� (i
a) ! �1h J 0�(ha)J�(ha) + i �2
 H(1)� 0(i
a)H(1)� (i
a) ! = �2�2a2 � 1h2 + 1
2�2(18:4:9)
he, mettendo in evidenza �0 e �2, si pu�o s
rivere:!2�0�2 1h J 0�(ha)J�(ha) + i 1
 H(1)� 0(i
a)H(1)� (i
a) ! �1�2 1h J 0�(ha)J�(ha) + i 1
 H(1)� 0(i
a)H(1)� (i
a) ! = �2�2a2
4 �1 + 
2h2�2(18:4:10)D'altra parte, per la (18.3.8) e per la (18.3.16), si ha:
2 + h2 = h2 �1 + 
2h2� = k21 � k22 = !2(�1 � �2)�0 = !2�2� �1�2 � 1��0 (18:4:11)Sostituendo la (18.4.11) nella (18.4.10) dopo aver moltipli
ato entrambi i membri pera2
4 e diviso per k22 = !2�2�0, si ha �nalmente l'equazione di dispersione: �1�2 a
2h J 0�(ha)J�(ha) + i
aH(1)� 0(i
a)H(1)� (i
a) ! a
2h J 0�(ha)J�(ha) + i
aH(1)� 0(i
a)H(1)� (i
a) ! = �� � �1�2 � 1� �k2h2 �2(18.4.12)18 - 8



||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-Dalla equazione (18.4.7) o (18.4.8) si ri
ava:B� = i� ah
 �1
J 0�(ha)H(1)� (i
a) + i�2hJ�(ha)H(1)� 0(i
a)!(�1 � �2)�0�J�(ha)H(1)� (i
a) A� (18:4:13)
he insieme alle equazioni (18.4.5) e (18.4.6) fornis
e i valori delle ampiezze dei 
ampi infunzione dell'ampiezza A� predeterminata.18.5 - Modi TE e modi TMSe esaminiamo il sistema di equazioni (18.4.1) � (18.4.4) osserviamo 
he se � �e di-verso da zero, non �e possibile 
he sia nulla una 
omponente del 
ampo nella direzione dipropagazione.Infatti, se fosse Ez = 0 signi�
a porre A� = 0 e quindi dalla (18.4.1) C� = 0; lerimanenti equazioni sono in
ompatibili.Questo signi�
a 
he salvo il 
aso � = 0, da trattarsi a parte, nella guida otti
a 
ir
olarenon possono propagarsi onde solo di tipo TE o onde solo di tipo TM .Esaminiamo il 
aso � = 0Posto � = 0, le equazioni (18.4.1) � (18.4.4) diventano:A0J0(ha)� C0H(1)0 (i
a) = 0 (18:5:1)i!�0h B0J 00(ha)� !�0
 D0H(1)0 0(i
a) = 0 (18:5:2)B0J0(ha)�D0H(1)0 (i
a) = 0 (18:5:3)� i!�1h A0J 00(ha) + !�2
 C0H(1)0 0(i
a) = 0 (18:5:4)Consideriamo il modo TE 
io�e poniamo A0 = 0 e quindi C0 = 0. Per
h�e il sistema(18.5.1) � (18.5.4) possa ammettere soluzioni deve essere:i!�0h J 00(ha)J0(ha) = !�0
 H(1)0 0(i
a)H(1)0 (i
a) Modo TE (18:5:5)Poi
h�e sappiamo 
he per una qualsiasi soluzione della equazione di Bessel vale:dZ�(�)d� = ��Z�(�)� Z�+1(�) (18:5:6)Ne segue: Z 00(�) = �Z1(�) (18:5:7)Quindi l'equazione di dispersione per il modo TE �e:
h J1(ha)J0(ha) + iH(1)1 (i
a)H(1)0 (i
a) = 0 Modo TE (18:5:8)18 - 9



||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-Analogamente posto nelle (18.5.1) � (18.5.4) D0 = B0 = 0 (Hz = 0), si ha:�1�2 
h J1(ha)J0(ha) + iH(1)1 (i
a)H(1)0 (i
a) = 0 Modo TM (18:5:9)La (18.5.8) e la (18.5.9) rappresentano le equazioni di dispersione nel 
aso di modoTE e TM rispettivamente, 
orrispondenti a � = 0.Per � 6= 0 abbiamo modi 
he hanno Ez 6= 0 e Hz 6= 0.Questi modi verranno indi
ati 
on la sigla (EH)�r o (HE)�r.18.6 - Frequenza di 
uto�Ris
riviamo l'equazione del 
ampo fuori dal nu
leo della �bra.Esso �e des
ritto dalla funzione:H(1)� (i
r) =r 2�i
r e�i�� �2 + �4�e�
r 
r >> 1 (18:6:1)�E 
hiaro 
he per grandi valori di 
 il 
ampo �e 
on
entrato dentro il nu
leo della �bra.Al diminuire di 
 il 
ampo si estende nello spazio fuori dal nu
leo. Per 
 = 0 il 
ampo�e tutto fuori e non abbiamo pi�u 
ampo dentro la guida.La frequenza per 
ui questo a

ade �e 
hiamata frequenza di 
uto� 
he si ottienedall'equazione: 
 =q�2 � k22 = 0 (18:6:2)dove la 
ostante � deve an
he soddisfare la relazione:h2 = k21 � �2 (18:6:3)Per ottenere h bisogna risolvere l'equazione di dispersione al 
uto�, 
io�e imponendonella (18.4.12) 
 = 0.La soluzione dell'equazione di dispersione al 
uto� pu�o essere ottenuta da un pro-
edimento dimostrato da S
hlesinger, Diament e Vigants. Si pu�o dimostrare, infatti,
he introdu
endo le seguenti abbreviazioni:J+ = 1ha J�+1(ha)J�(ha) (18:6:4)J� = 1ha J��1(ha)J�(ha) (18:6:5)H+ = 1i
a H(1)�+1(i
a)H(1)� (i
a) (18:6:6)18 - 10



||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-H� = 1i
a H(1)��1(i
a)H(1)� (i
a) (18:6:7)� = �1�2 (18:6:8)l'equazione di dispersione (18.4.12) si pu�o s
rivere:��J� �H�� �J+ �H+�+ ��J+ �H+� �J� �H�� = 0 (18:6:9)Per risolvere la (18.6.9) al 
uto� 
io�e per 
 = 0 �e suÆ
iente inserire in essa l' appros-simazione delle funzioni J+, J�, H+ e H� per pi

oli argomenti e risolverla per 
 = 0.Si ha: H(1)0 (i
a) ' 2i� ln �
a2 (
a << 1) e � = 1:781672 (18:6:10)H(1)� (i
a) ' � i(� � 1)!� � 2i
a�� (
a << 1) per � = 1, 2, 3.... (18:6:11)H+ = � 2�(a
)2 per � =1, 2, 3,.... e a
 << 1 (18:6:12)H� = 12(� � 1) per � =2, 3,.... e a
 << 1 (18:6:13)H� = � ln �
a2 per � =1 e a
 << 1 (18:6:14)Sostituendo la H+ nella (18.6.9) dopo aver sostituito a J+ e J� le loro de�nizioni, siha:��J��1 � haH�J���a2
2J�+1(ha) + 2�haJ��+��a2
2J�+1+2�haJ���J��1�haH�J��=0(18:6:15)Al tendere di 
 ! 0 distinguiamo due 
asi: � = 1 e � > 1.Caso � = 1La (18.6.15) per � = 1 e 
 ! 0 si ridu
e a:��J0 � haH�J1� 2haJ1 + 2haJ1 �J0 � haH�J1� = 0 (18:6:16)
he si pu�o s
rivere: 2haJ1(ha) �J0(�+ 1) + 2haJ1 ln �
a2 � = 0 (18:6:17)la 
ui soluzione per 
 ! 0 �e: J1(ha) = 0 (18:6:18)
he ammette 
ome soluzioni:ha = x1r 
ompresa la x11 = 0 
io�e h = 0 (18:6:19)18 - 11



||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-Caso � > 1La (18.6.15) per � > 1 e 
 ! 0 si ridu
e a:��J��1 � haH�J�� 2�haJ� + 2�haJ� �J��1 � haH�J�� = 0 (18:6:20)J�(ha) �(�+ 1)J��1(ha)� ha� � 1J�(ha)� = 0 (18:6:21)
he ammette due soluzioni:J�(ha) = 0 per ha 6= 0 e � = 2; 3; 4:: (18:6:22)e (�+ 1)J��1(ha) = ha� � 1J�(ha) � = 2; 3; 4:: (18:6:23)�E importante osservare 
he nella (18.6.22) la soluzione ha = 0 �e da es
ludere in quantoessa non soddisfa l'equazione (18.4.9).Caso � = 0L'equazione di dispersione per � = 0 (modi TE e TM) e pi

oli valori di 
 �e:�1�2 
h J1(ha)J0(ha) + i lim
!0 H(1)1 (i
a)H(1)0 (i
a) = 0 modo TM (18:6:24)
io�e: 1� h
 J0(ha)J1(ha) = �
a ln 2�
a (18:6:25)la 
ui soluzione per 
a! 0 �e J0(ha) = 0, in quanto lim
a!0 
a ln 2�
a = 0, 
he �e analoga peri modi TE.E�ettuiamo, ora, il 
al
olo espli
ito della frequenza di 
uto�.Dalla (18.6.2) e dalla (18.6.3) si ha al 
uto�:h2
 = !2
�1�0 � �2
 e �2
 = !2
�2�0 (18:6:26)da 
ui: h2
 = !2
�1�0 � !2
�2�0 (18:6:27)e quindi: !2
 = h2
�0(�1 � �2) ossia f
 = h
2�p(�1 � �2)�0 (18:6:28)Sostituendo nella (18.6.28) il valore di h
 trovato si ottiene la frequenza di 
uto� f
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||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-Riepiloghiamo le soluzioni di 
uto� dei modi guidati:1) HE11 h
a = 0 � = 1 r = 1 (18:6:29)2) HE1r h
a = x1r � = 1 r > 1 (18:6:30)3) EH�r h
a = x�r � = 2; 3; :: r > 1 (18:6:31)4) HE�r (�+ 1)J��1(ha) = ah� � 1J�(ha) per � = 2; 3; 4::: e ha 6= 0 (18:6:32)Il pi�u importante risultato della nostra indagine �e il fatto 
he vi �e un modo la 
uifrequenza di 
uto� �e zero. Solo il modo di ordine pi�u basso � = 1 ha un valore nullo dih e 
onseguentemente una frequenza di 
uto� f
 = 0. Questo modo pu�o 
os�i esistere aqualunque frequenza e per qualunque diametro delle �bra.La seguente tabella fornis
e i valori di x�r:� r = 1 r = 2 r = 30 2.405 5.52 8.654 TE; TM1 0 3.832 7.016 HE2 2.445 5.538 8.665 HE � = �1�2 = 1:12 5.135 8.417 11.620 EHIl solo modo 
he si propaga 
on frequenza di 
uto� nulla �e il modo HE11.Il modo 
he ha frequenza di 
uto� pi�u bassa �e il modo TE01 o TM01.Pertanto l'intervallo di frequenza per operazione a singolo modo �e dato da:0 < f < 2:4052�ap(�1 � �2)�0 = f
01 (18:6:33)A titolo di esempio, 
onsideriamo una �bra 
he abbia i seguenti parametri:a = 1�; �r1 = 1:5; �r2 = 1:36; �1�2 = 1:1; �0 = 4� � 10�7; �0 = 8:854 � 10�12(18:6:34)da 
ui, si ha: f
01 = 3:068 � 1014Hz (18:6:35)Ri
ordiamo 
he il rosso del laser Helio Neon ha una frequenza di: 4:74 � 1014 Hz.
18 - 13



||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-Appendi
e al Cap. 1818A.1 - Trasformazione dell'equazione di dispersionePer trasformare l'equazione di dispersione in una forma utile per il 
al
olo della fre-quenza di 
ut-o�, introdu
iamo, 
ome abbiamo detto, le seguenti posizioni:J+ = 1ha J�+1(ha)J�(ha) (18A:1:1)J� = 1ha J��1(ha)J�(ha) (18A:1:2)H+ = 1i
a H(1)�+1(i
a)H(1)� (i
a) (18A:1:3)H� = 1i
a H(1)��1(i
a)H(1)� (i
a) (18A:1:4)e le seguenti formule ri
orrenti per tutte le funzioni 
ilindri
he (vedi Abramowitz, Hand-book of mathemati
al fun
tions, pag. 361):Z 0� = 12 (Z��1 � Z�+1) (18A:1:5)Z��1 + Z�+1 = 2�x Z� (18A:1:6)essendo x l'argomento della funzione Z, non
h�e � = �1�2 .Appli
ando la (18A.1.5) possiamo s
rivere:J 0�(ha) = 12 (J��1(ha)� J�+1(ha)) (18A:1:7)H 0(1)� (i
a) = 12 hH(1)��1(i
a)�H(1)�+1(i
a)i (18A:1:8)
he sostituite nella (18.4.12), insieme alle posizioni (18A.1.1) � (18A.1.4), 
omporta:��a
2h 12ha �J� � J+�+ i
a12 i
a �H� �H+�� �� �a
2h 12ha �J� � J+�+ i
a12i
a �H� �H+�� = �2�2k22h4 (�� 1)2 (18A:1:9)
he si pu�o an
ora s
rivere:�� �J� � J+�� �H� �H+�� ��J� � J+�� �H� �H+�� = 4�2�2k22a4
4h4 (�� 1)2(18A:1:10)18 - 14



||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-Raggruppando i termini, si ha:���J� �H��� ��J+ �H+�� ��J� �H��� �J+ �H+�� = 4�2�2k22a4
4h4 (�� 1)2(18A:1:11)e an
ora:��J� �H�� �J� �H��� ��J� �H�� �J+ �H+�� ��J+ �H+� �J� �H��++ ��J+ �H+� �J+ �H+� = 4�2�2k22a4
4h4 (�� 1)2 (18A:1:12)Consideriamo, ora, l'equazione (18A.1.6); essa 
omporta:J� + J+ = 2�(ha)2 (18A:1:13)H� +H+ = 2�(i
a)2 (18A:1:14)Sottraiamo la (18A.1.14) dalla (18A.1.13):�J+ �H+�+ �J� �H�� = 2�a2 � 1h2 + 1
2� (18A:1:15)Moltipli
hiamo la (18A.1.13) per � e sottraiamo da essa la (18A.1.14), si ha:��J+ �H+�+ ��J� �H�� = 2�a2 � �h2 + 1
2� (18A:1:16)Moltipli
ando 
ias
un membro dell'equazione (18A.1.15) per il 
orrispondente membrodell'equazione (18A.1.16), si ha:��J+ �H+� �J+ �H+�+ ��J+ �H+� �J� �H��++ ��J� �H�� �J+ �H+�+ ��J� �H�� �J� �H�� ==4�2a4 � �h2 + 1
2�� 1h2 + 1
2� = 4�2a4h4
4 ��
2 + h2� �
2 + h2� (18A:1:17)Ri
ordando 
he 
2 = �2 � k22 e h2 = k21 � �2, si ha:�
2 + h2 = ��2 � �k22 + k21 � �2 = (�� 1)�2 (18A:1:18)in quanto ��k22 = ��1�2!2�0�2 = ��1!2�0 = �k21 e, dalla (18.4.11):h2 + 
2 = (�� 1)k22 (18A:1:19)18 - 15



||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-Sostituendo le espressioni (18A.1.18) e (18A.1.19), la (18A.1.17) si s
rive:��J+ �H+� �J+ �H+�+ ��J+ �H+� �J� �H��++ ��J� �H�� �J+ �H+�+ ��J� �H�� �J� �H�� ==4�2�2k22a4h4
4 (�� 1)2 (18A:1:20)e an
ora: ��J+ �H+� �J+ �H+�+ ��J� �H�� �J� �H�� ==� ��J+ �H+� �J� �H��� ��J� �H�� �J+ �H+�++4�2�2k22a4h4
4 (�� 1)2 (18A:1:21)Sostituendo la (18A.1.21) nella (18A.1.12), si ottiene la formula �nale:��J+ �H+� �J� �H��+ ��J� �H�� �J+ �H+� = 0 (18A:1:22)

Fine del Cap.18 18 - 16


