
||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagnetii ||||||||-Cap. 15Calolo della direttivit�a di aluni tipi di antenne15.1 - Direttivit�a di un'antenna rettilinea on orrente sinusoidaleLa direttivit�a D di un'antenna direzionale pu�o essere alolata dalla relazione:D = 4�r2 (Sr)maxR 4�0 Sr(r; �; �)r2d
 (r!1) (15:1:1)dove Sr(r; �; �) denota la omponente radiale del vettore di Poynting valutato nella farzone (r ! 1), (Sr)max il valore massimo di Sr(r; �; �), d
 = sin �d�d� l'elemento diangolo solido, e r il raggio di una sfera nella far zone. Questa relazione omporta heD = 1 per una antenna isotropa e D > 1 per tutte le altre antenne.Tranne il aso in ui l'antenna �e un dipolo hertziano o qualhe altro dispositivoelementare, il alolo della potenza, mediata in un periodo, P , irradiata dall'antenna �edata dall'espressione Z 4�0 Sr(r; �; �)r2d
 (r!1) (15:1:2)non pu�o essere e�ettuato on mezzi elementari.La stessa diÆolt�a si ha per il alolo della resistenza di radiazione Ra di un'antennade�nita, ome sappiamo da: Ra = 2PI20 (15:1:3)Consideriamo il aso di un'antenna rettilinea di lunghezza 2l alimentata simmetria-mente. Per la (12.7.10) si ha:Sr(r; �; �) = Kr2 �os (kl os �)� os klsin � �2 (15:1:4)dove K =r�� I208�2 (15:1:5)Pertanto la potenza P irradiata dall'antenna �e:P = K ZS [os (kl os �)� os kl℄2sin � d�d� = 2�K Z �0 [os (kl os �)� os kl℄2sin � d� (15:1:6)Poniamo u = kl os � (15:1:7)e per i limiti di integrazione si ottiene:u = kl per � = 0; u = �kl per � = � (15:1:8)15 - 1



||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagnetii ||||||||-Dalla (15.1.7) si ha, inoltre:os � = ukl da ui sin2 � = 1� u2k2l2 = k2l2 � u2k2l2 (15:1:9)nonh�e du = �kl sin �d� (15:1:10)Dividendo iasun membro della (15.1.10) per sin2 � si ottiene:dusin2 � = �kl d�sin � (15:1:11)ossia: d�sin � = � 1kl sin2 � du (15:1:12)Sostituendo al seondo membro della (15.1.12) l'espressione di sin2 � data dalla equa-zione (15.1.9), si ha: d�sin � = � klk2l2 � u2 du = �12 � 1kl� u + 1kl + u� du (15:1:13)E�ettuando tali sostituzioni nella (15.1.6), si ha:Z �0 [os (kl os �)� os kl℄2sin � d� = 12 Z +kl�kl (osu� os kl)2 � 1kl � u + 1kl + u� du == 12 Z +kl�kl (osu� os kl)2 dukl � u + 12 Z +kl�kl (osu� os kl)2 dukl + u(15:1:14)Consideriamo l'ultimo integrale della (15.1.14); ponendo in esso u = �x e, quindi:x = �kl per u = kl; x = kl per u = �kl (15:1:15)si ha: Z +kl�kl (osu� os kl)2 dukl + u = � Z �kl+kl (osx� os kl)2 dxkl � x == Z +kl�kl (osx� os kl)2 dxkl � x (15:1:16)Pertanto gli ultimi due integrali della (15.1.14) sono eguali e possiamo srivere:Z �0 [os (kl os �)� os kl℄2sin � d� = Z +kl�kl (osu� os kl)2 dukl � u (15:1:17)15 - 2



||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagnetii ||||||||-Per risolvere tale integrale poniamo v = kl � u; si ha:Z �0 [os (kl os �)� os kl℄2sin � d� = Z 2kl0 [os (kl � v)� os kl℄2 dvv (15:1:18)Si ha inoltre: [os (kl� v)� os kl℄2 = [os kl os v + sin kl sin v � os kl℄2 == [os kl (os v � 1) + sin kl sin v℄2 = os2 kl (os v � 1)2 + sin2 kl sin2 v++2 sin kl os kl sin v (os v � 1) = os2 kl os2 v + os2 kl� 2 os2 kl os v + sin2 kl sin2 v++sin 2kl� sin 2v2 � sin v� = os2 kl � os2 kl sin2 v + os2 kl � 2 os2 kl os v++sin2 kl sin2 v � sin 2kl�sin v � sin 2v2 � = 2 os2 kl (1� os v)�� sin2 v os 2kl� sin 2kl�sin v � sin 2v2 � == (1 + os 2kl) (1� os v)� os 2kl2 (1� os 2v)� sin 2kl�sin v � sin 2v2 � == (1� os v) + os 2kl (1� os v)� os 2kl2 (1� os 2v)�� sin 2kl�sin v � sin 2v2 �(15:1:19)In de�nitiva:P = 2�K Z 2kl0 1� os vv dv + 2�K Z 2kl0 os 2kl�1� os vv � dv��2�K Z 2kl0 os 2kl2 �1� os 2vv � dv � 2�K Z 2kl0 sin 2kl sin vv dv++2�K Z 2kl0 sin 2kl2 sin 2vv dv (15:1:20)
Gli integrali he �gurano nella (15.1.20) sono delle funzioni riportate in tabelle. Essesono: Si(x) = Z x0 sin �� d� [seno-integrale (o integral-seno) di x℄ (15:1:21)Ci(x) = � Z 1x os �� d� = C + ln x�Z x0 1� os �� d� (oseno-integrale di x) (15:1:22)dove C = 0:577216::: �e la ostante di Eulero.La funzione Z x0 1� os �� d� viene indiata on Cin(x).15 - 3



||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagnetii ||||||||-Le funzioni Si(x) e Cin(x) sono entrambe regolari per ogni valore reale di x e nulleper x = 0. La funzione Ci(x) �e pure regolare, salvo he per x! 0, ove diventa in�nita.Dalle de�nizioni (15.1.21) e (15.1.22) segue:Z x00 1� os 2vv dv = Z 2x00 1� os yy dy = Cin(2x0) (15:1:23)Z x00 sin 2vv dv = Z 2x00 sin yy dy = Si(2x0) (15:1:24)
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In onseguenza di quanto abbiamo detto, per la potenza irradiata da un'antennarettilinea lunga 2l, si ha:P = 2�K fC + ln 2kl � Ci(2kl) + os(2kl) [C + ln 2kl � Ci(2kl)℄g++2�K ��os 2kl2 [C + ln 4kl � Ci(4kl)℄ + sin 2kl2 [�2Si(2kl) + Si(4kl)℄� (15:1:25)15 - 4



||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagnetii ||||||||-he, in de�nitiva, si pu�o srivere:P =r�� I204� �C + ln 2kl � Ci(2kl) + sin 2kl2 [Si(4kl)� 2Si(2kl)℄�++r�� I204� �os 2kl2 [C + ln kl + Ci(4kl)� 2Ci(2kl)℄� (15:1:26)
Nel aso di un dipolo a mezz'onda �kl = �2 � si ha:(Sr)max = Kr2 (15:1:27)Dalle tavole, dopo l'opportuna trasformazione mediante la formula (15.1.22), si ha:Ci(�) = 0:0736389; Ci(2�) = �0:0225898; Si(�) = 1:8519370; Si(2�) = 1:4181516(15:1:28)Ne segue, quindi, he per un'antenna a mezz'onda si ha:P = 2�K � 1:21 da ui D = 1:64 (15:1:29)Nel aso in ui kl = � troviamo D = 2:41.Dalla (15.1.26) e dalla (15.1.3) possiamo gra�are la resistenza di radiazione Ra infunzione di kl. Per un'antenna a mezz'onda si ha Ra = 73:2 Ohm. Il gra�o di �gura15.1-2 mostra he la potenza massima totale irradiata dall'antenna aumenta lentamenteon 2l=� ( o kl).Nel gra�o di �gura 15.1-3 riportiamo il valore massimo della orrente stazionariasull'antenna in funzione della sua lunghezza (2l=�) per la potenza di alimentazione dellaantenna Pi = 1 W .Nel gra�o di �gura 15.1-4 riportiamo il valore dell'angolo �max per ui si ottiene lamassima radiazione dell'antenna in funzione della sua lunghezza (2l=�). Si osservi he �noa quando la lunghezza dell'antenna �e ira 1.5 volte la lunghezza d'onda il valore dell'angoloper ui si ha la massima emissione �e 900.In�ne il gra�o di �gura 15.1-5 illustra he la direttivit�a di un'antenna rettilineaaumenta piuttosto lentamente on la lunghezza dell'antenna e per avere realmente alte15 - 5



||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagnetii ||||||||-direttivit�a si deve operare on sistemi di antenne.Resistenza di radiazione di un'antenna rettilineaon orrente sinusoidale
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||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagnetii ||||||||-Massimo valore angolare dell'emissione di un'antenna rettilinea
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Direttivit�a di un'antenna rettilinea on orrente sinusoidale
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||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagnetii ||||||||-15.2 - Direttivit�a di sistemi di antenneConsideriamo un sistema di antenne rettilinee parallele a mezz'onda, equidistanziatee alimentate uniformemente on intensit�a di orrente unitaria; il vettore di Poynting,dalla (14.1.8), dalla prima equazione della (14.1.9) e dalla (14.2.10), risulta:Sr =r�� 18�2r2 ������os��2 os ��sin � sin [n (kd sin � os�+ ) =2℄sin [(kd sin � os�+ ) =2℄ ������2 (15:2:1)Calolare la direttivit�a di un sistema uniforme di antenne utilizzando l'espressione(15.2.1) �e molto diÆile, pertanto �e onveniente e�ettuare qualhe approssimazione; inpartiolare, utilizziamo l'approssimazione (12.8.5), valida per antenne molto orte kl << 1,anhe nel aso di antenne on kl > 1.In virt�u di tale approssimazione, poniamo nella (15.2.1), al posto del termine heesprime il fattore di forma dell'antenna singola os��2 os ��sin � , l'espressione:F (�) ' [2J0(kl)� 2 os kl℄ sin � (15:2:2)Per un dipolo a mezz'onda si ha:F (�) ' 0:945 sin � (15:2:3)infatti (Abramowitz p.390) risulta J0 ��2� = 0:4723.Sostituendo la (15.2.3) nella (15.2.1) al posto del termine os��2 os ��sin � si ha:Sr =r�� (0:945)28�2r2 ����sin � sin [n (kd sin � os�+ ) =2℄sin [(kd sin � os�+ ) =2℄ ����2 (15:2:4)Per la (14.2.13) il massimo di Sr si ha per � = �2 e � = �0 dato dalla kd os�0+ = 0e vale n.Ne segue: (Sr)max =r�� (0:945)28�2r2 n2 (15:2:5)Per ui: D = 4�n2Z 2�0 Z �0 sin3 � sin2 [n (kd sin � os�+ ) =2℄sin2 [(kd sin � os�+ ) =2℄ d�d� (15:2:6)15 - 8



||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagnetii ||||||||-L'integrale he �gura in questa espressione pu�o essere valutato esattamente utilizzandoil primo teorema di Sonine; si ha:Z 2�0 Z �0 sin3 � sin2 [n (kd sin � os�+ ) =2℄sin2 [(kd sin � os�+ ) =2℄ d�d� == 8�n3 + 8� n�1Xq=1 (n� q) os(q)�sinuu � sinuu3 + osuu2 � (15:2:7)dove u = qkd.Quindi la direttivit�a dell'array pu�o essere espressa in termine di serie �nita:D = 4�n28�n3 + 8� n�1Xq=1 (n� q) os(q)�sinuu � sinuu3 + osuu2 � (15:2:8)Questa espressione �e molto utile per il alolo numerio, speialmente quando il nu-mero n di dipoli �e piolo. Quando n �e molto grande e l'array opera ome broadside array( = 0; d � �) abbiamo la semplie forma limite:D = 4nd� (n!1) (15:2:9)he pu�o essere ottenuta eguagliando il denominatore dell'espressione generale per D onlo sviluppo in serie di Fourier delle funzioni x, x2 e x3 nell'intervallo (0; �).Caloliamo, ora, la direttivit�a di una estesa retangular array.Il diagramma di radiazione, desritto dalla funzione (14.11.2), �e dato da:U(�; �) = I0 os��2 os ��sin � ���� sinn�sin� sinm�sin � ���� (15:2:10)dove � = �kdx2 � sin � os� e � = �kdz2 � os �.Assumiamo he dx e dz siano inferiori ad una lunghezza d'onda (dx < �; dz < �)e quindi il diagramma di radiazione onsiste di due fasi broadside, uno in direzione� = �2 ; � = �2 e l'altro in direzione � = �2 ; � = 3�2 .Ognuno di questi fasi ha il valore massimo Umax = I0nm.La direttivit�a D �e quindi data da:D = 4�n2m2Z 2�0 Z �0 os2 ��2 os ��sin � sin2 n�sin2 � sin2m�sin2 � d�d� (15:2:11)Poih�e l'array �e molto esteso, la maggior parte della sua radiazione �e onentratanei due stretti fasi broadside. A ausa della simmetria del diagramma di radiazione,15 - 9



||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagnetii ||||||||-l'integrazione su � pu�o essere ristretta al fasio he giae nell'intervallo (0; �) e a ausadella forte snellezza del fasio, possiamo e�ettuare le seguenti approssimazioni:sin � ' 1; os� ' �2 � �; sin� ' 1 (15:2:12)Ne segue:d� = �kdx2 � (os � os�d� � sin � sin�d�) ' ��kdx2 � d�d� = ��kdz2 � sin �d� ' ��kdz2 � d� (15:2:13)Appliando queste approssimazioni all'integrale (15.2.11), si ha:D = 2�n2m2 �kdx2 ��kdz2 �Z +1�1 Z +1�1 sin2 n��2 sin2m��2 d�d� (15:2:14)I limiti di integrazione sono stati posti all'in�nito sulla base del fatto he i due fattorinell'integrando rapidamente diminuisono appena � e � si disostano dallo zero.Il risultato dell'integrale (15.2.14) omporta:D = 2� (ndx) (mdz)�2 (n;m!1) (15:2:15)Se dietro l'array viene posto un riettore, he elimina uno dei fasi e onentra tuttal'energia nell'altro, il valore limite del guadagno diventa due volte pi�u grande, io�e:D = 4� (ndx) (mdz)�2 (n;m!1) (15:2:16)In termini delle dimensioni e�ettive dell'array Lx = ndx e Lz = mdz e dell'e�ettivaarea dell'array A = LxLz si ha: D = 2�LxLz�2 = 2� A�2 (15:2:17)per un array senza riettore e D = 4� A�2 (15:2:18)per un array on riettore.15.3 - Radiazione di un'antenna in un plasma isotropo1)1) Papas Charles Herah: Theory of Eletromagneti Wave Propagation - Dover Edition.15 - 10



||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagnetii ||||||||-Un problema importante per le teleomuniazioni �e quello di studiare e apire il om-portamento di un'antenna immersa in un plasma.Preedentemente abbiamo disusso della propagazione di onde elettromagnetihe pi-ane in un plasma omogeneo. Ora, onsideriamo una sorgente primaria posta in unplasma in�nitamente esteso. Per sempliit�a, la sorgente primaria sia una sottile an-tenna rettilinea di lunghezza 2l, alimentata nel entro ed il mezzo irostante sia un plasmaomogeneo ed isotropo. L'antenna sia alimentata monoromatiamente ad una frequenzaangolare ! e la potenza mediata in un periodo he alimenta i suoi terminali d'ingresso siaPi. Il problema �e quello di trovare, �ssata Pi e !, il ampo di radiazione far �eld irradiatodall'antenna in funzione di X = !2p!2 . La teoria di base della radiazione emessa dall'antennain un mezzo dielettrio omogeneo ed isotropo �e stata svolta nei paragra� preedenti. Tuttoquello he dobbiamo fare �e di sostituire al posto di � la quantit�a �0(1�X) ed al posto dik la quantit�a !p1�X.Tutttavia poih�e le espressioni del ampo irradiato sono valide solo nella far zone,dobbiamo essere erti di non violare la ondizione !p1�Xr >> 1. Chiaramente questaondizione pu�o essere soddisfatta per 0 � X < 1 rendendo r, he �e la distanza dal entrodell'antenna al punto di osservazione, suÆientemente grande; ma per X = 1 (risonanzadi plasma) la ondizione �e violata. Tuttavia, per X = 1 si ha il uto�, ossia nessuna ondasi pu�o propagare nel plasma, e la potenza he alimenta l'antenna si trasforma in aloreall'interno del plasma.Poniamo l'antenna lungo l'asse z di un sistema di riferimento artesiano on un apodell'antenna a z = �l e l'altro apo a z = +l. Le omponenti del ampo far �eld (12.7.8)e (12.7.9), in oordinate sferihe, irradiato dall'antenna immersa in un plasma omogeneoed isotropo sono : E� = 1p1�Xr�0�0 H� (15:3:1)H� =� iei(!=)p1�X2�r I0(X)F (�;X) (15:3:2)e la omponente radiale del vettore di Poynting mediato in un periodo nella far zone(12.7.10) �e: Sr = 1p1�Xr�0�0 I20 (X)8�2r2 F 2(�;X) (15:3:3)Il fattore di forma del pattern di radiazione �e dato da:F (�;X) = os �(!=)p1�Xl os ��� os �(!=)p1�Xl�sin � (15:3:4)La orrente I0 nel punto di alimentazione dipende dalla potenza reale, mediata in unperiodo, Pi, immessa nei terminali d'ingresso dell'antenna e dal parametro X he om-pletamente desrive il plasma in ui l'antenna irradia. Notiamo he, poih�e il plasma �e15 - 11



||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagnetii ||||||||-assunto essere senza perdite, la potenza mediata in un periodo Pi irradiata dall'antennadeve essere eguale a Pi. Sostituendo l'espressione (15.3.3) nella de�nizione:P = Z 20 � Z �0 Srr2 sin �d�d� (15:3:5)ed eguagliando P a Pi, troviamo la relazione fra I0 e Pi:Pi = 1p1�Xr�0�0 I20 (X)4� Z �0 F 2(�;X) sin�d� (15:3:6)Pi�u onvenientemente, sriviamo questa relazione nella forma:Pi = 12I20 (X)Rrad(X) (15:3:7)dove il nuovo parametro Rrad, hiamato resistenza di radiazione �e:Rrad = 1p1�Xr�0�0 12� Z �0 F 2(�;X) sin�d� (15:3:8)Sostituendo l'equazione (15.3.4) nell'integrale, si ha:Rrad(X) = 1p1�Xr�0�0 12� �C + ln 2�� Ci(2�) + sin 2�2 [Si(4�)� 2Si(2�)℄ ++ os 2�2 [C + ln(�) + Ci(4�)� 2Ci(2�℄� (15:3:9)dove C = 0:5722 �e la ostante di Eulero e � = !p1�Xl. Ne segue:I0(X) =s 2PiRrad(X) (15:3:10)Tenendo onto della (15.3.10) le espressioni dei ampi far �eld si srivono:E� =� ip1�Xr�0�0 ei(!=)p1�Xr2�r s 2PiRrad(X)F (�;X) (15:3:11)E� =� iei(!=)p1�Xr2�r s 2PiRrad(X)F (�;X) (15:3:12)Queste sono le forme desiderate dei ampi far �eld E�, E� dipendenti da X.15 - 12



||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagnetii ||||||||-Nel aso speiale in uiX = 0 esse si riduono alle onvenzionali espressioni per i ampielettromagnetii generati da un'antenna rettilinea nel vuoto. Nell'altro aso speiale dovePi, ! e l sono �ssati e X �e prossimo all'unit�a, troviamo he:F (�;X)! 12 �! �2 l2(1�X) (15:3:13)Rrad(X) = 16�r�0�0 �! �2 l4(1�X)3=2 (15:3:14)Conseguentemente, quando X ! 1, le espressioni (15.3.11) e (15.3.12) si riduono a:E� 'r�0�0 ei(!=)p1�Xr2�r pPi sin �(1�X)1=4 (15:3:15)
H� ' ei(!=)p1�Xr2�r pPi(1�X)1=4 sin � (15:3:16)Questo dimostra he quando X ! 1, il pattern di radiazione dell'antenna si avviinaal pattern di radiazione di un dipolo hertziano. �E anhe mostrato he l'impedenza d'ondaZ, he �e data da: Z = E�H� =r�0�0 1p1�X (15:3:17)aumenta senza limiti quando X ! 1.Dalla (15.3.9) e dalla (15.1.3) possiamo gra�are la resistenza di radiazione Ra infunzione di 2l=� per X = !2p=!2 = 0:9. Il gra�o di �gura 15.3-6 mostra he la ha valoripi�u alti di quella ompetente al aso di X = 0.Nel gra�o di �gura 15.3-7 riportiamo il valore massimo della orrente stazionariasull'antenna in funzione della sua lunghezza (2l=�) per la potenza di alimentazione dellaantenna Pi = 1 W .Nel gra�o di �gura 15.3-8 riportiamo il valore dell'angolo �max per ui si ottiene lamassima radiazione dell'antenna in funzione della sua lunghezza (2l=�) per X = !2p=!2 =0:9. Si osservi he �no a quando la lunghezza dell'antenna �e ira 4.5 volte la lunghezzad'onda il valore dell'angolo per ui si ha la massima emissione �e 900. Ossia l'antenna siomporta ome un dipolo hertziano.In�ne il gra�o di �gura 15.3-9 illustra he la direttivit�a di un'antenna rettilinea infunzione della sua lunghezza (2l=�) per X = !2p=!2 = 0:9.In�ne la �gura 15.3.10 illustra i diagrammi di radiazione, �ssata la potenza dialimentazione, nel aso di antenne in aria e di antenne immerse in un plasma on X =15 - 13



||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagnetii ||||||||-!2p=!2 = 0:9. Resistenza di radiazione di un'antenna rettilineaon orrente sinusoidale in un plasma on X = 0:9
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Corrente I0 =r2PiRa su antenne rettilineein un plasma on X = 0:9
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||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagnetii ||||||||-Massimo valore angolare dell'emissione di un'antenna rettilineain un plasma on X = 0:9
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Direttivit�a di un'antenna rettilinea on orrente sinusoidalein un plasma on X = 0:9
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||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagnetii ||||||||-Diagrammi di radiazione di un'antenna rettilinea posta in un plasma||{X=0 (assenza di plasma)||{X=0.9 (presenza di plasma)
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||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagnetii ||||||||-15.4 - Radiazione di un dipolo elettrio hertziano in un plasma anisotropoCome mostrato preedentemente, il ampo di radiazione di una sorgente monoroma-tia in un mezzo omogeneo, isotropo e illimitato pu�o essere alolato o on il metodo deipotenziali o on il metodo della funzione diadia di Green. Quando il mezzo �e omogeneo eisotropo questi due metodi sono egualmente onvenienti. Tuttavia, nel aso in ui il mezzoirostante �e anisotropo, il metodo dei potenziali ondue a diÆolt�a nella fase iniziale delalolo e il metodo della funzione di Green diventa il pi�u fruttuoso dei due. Infatti, Bunkin,Kogenilk, e Kuhl utilizzarono il metodo della funzione di Green on onsiderevole suessoper analizzare vari aspetti del problema di una sorgente primaria in un mezzo anisotropo.Rihiamando aluni dei loro risultati, mostreremo ome si deve proedere on il metododella funzione di Green per trovare il ampo di radiazione di un dipolo immerso in unplasma omogeneo anisotropo illimitato.Il ampo elettrio ~E(~r) di una sorgente monoromatia ~J(~r) immersa in un plasmaanisotropo deve soddisfare all'equazione:~r� ~r� ~E(~r)� !2�0� � ~E(~r) = i!�0 ~J(~r) (15:4:1)Tuttavia, ~E(~r) deve avere la forma di un'onda viaggiante allontanandosi dalla sorgente.Quindi, erhiamo di trovare l'integrale partiolare dell'equazione (15.4.1) he soddisdfa laondizione di radiazione.In virt�u della linearit�a dell'equazione (15.4.1), la soluzione desiderata pu�o essereespressa nella forma: ~E(~r) = i!�0 Z �(~r;~r 0) � ~J(~r 0)d3r 0 (15:4:2)dove l'integrazione �e estesa nella regione di estensione �nita oupata dalla orrente.AÆnh�e questa forma sia la soluzione dell'equazione (15.4.2) la funzione di Green di-adia �(~r;~r 0) deve deve soddisfare all'equazione he si ottiene sostituendo la (15.4.2) nella(15.4.1):~r� ~r� �i!�0 Z �(~r;~r 0) � ~J(~r 0)d3r 0�� !2�0� � �i!�0 Z �(~r;~r 0) � ~J(~r 0)d3r 0� = i!�0 ~J(~r)(15:4:3)Dividendo iasun termine per i!�0 e introduendo gli operatori 'nabla' all'internodell'operatore integrale in quanto lo stesso opera sulle oordinate apiate si ha:Z ~r� ~r� h�(~r;~r 0) � ~J(~r 0)i d3r 0 � !2�0 Z � � h�(~r;~r 0) � ~J(~r 0)i d3r 0 = ~J(~r) (15:4:4)ossia:Z n~r� ~r� h�(~r;~r 0) � ~J(~r 0)i� !2�0� � h�(~r;~r 0) � ~J(~r 0)io d3r 0 = ~J(~r) (15:4:5)Poniamo: ~J(~r) = Z ~J(~r 0)Æ(~r � ~r 0)d3r 0 (15:4:6)15 - 17



||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagnetii ||||||||-Quindi la (15.4.5) si pu�o srivere:Z n~r� ~r� h�(~r;~r 0) � ~J(~r 0)i� !2�0� � h�(~r;~r 0) � ~J(~r 0)i� ~J(~r 0)Æ(~r � ~r 0)o d3r 0 = 0(15:4:7)Poih�e la (15.4.7) deve essere valida qualunque sia il volume sede della orrente, deveneessariamente essere:~r� ~r� h�(~r;~r 0) � ~J(~r 0)i� !2�0� � h�(~r;~r 0) � ~J(~r 0)i� ~J(~r 0)Æ(~r � ~r 0) = 0 (15:4:8)he si pu�o srivere:h~r� ~r� �(~r;~r 0)i � ~J(~r 0)� !2�0 h� � �(~r;~r 0)i � ~J(~r 0)� u � ~J(~r 0)Æ(~r � ~r 0) = 0 (15:4:9)in quanto gli operatori 'nabla' non operano su ~J(~r 0).Nell'equazione (15.4.9) u �e la diade unitaria e Æ(~r � ~r 0) �e la funzione delta di Diratridimensionale, ossia: u = 0BBB� 1 0 00 0 10 0 1
1CCCA e u � ~J(~r 0) = ~J(~r 0) (15:4:10)La (15.4.9) si srive, allora:nh~r� ~r� �(~r;~r 0)i� !2�0 h� � �(~r;~r 0)i� uÆ(~r � ~r 0)o � ~J(~r 0) = 0 (15:4:11)ossia: ~r� ~r� �(~r;~r 0)� !2�0� � �(~r;~r 0)� uÆ(~r � ~r 0) = 0 (15:4:12)e, quindi: ~r~r � �(~r;~r 0)� ~r2�(~r;~r 0)� !2�0� � �(~r;~r 0) = uÆ(~r � ~r 0) (15:4:13)Per failitare la ostruzione della funzione diadia di Green, la esprimiamo ome unintegrale di Fourier. Ossia:�(~r;~r 0) = 18�3 Z +1�1 �(~k)ei~k � (~r � ~r 0)d~k (15:4:14)Il problema di trovare � si �e trasformato in quello di trovare la funzione diadia �(~k)e valutare l'integrale nella spazio ~k. Sostituendo l'espressione (15.4.14) nell'equazione(15.4.13) e rihiamando la rappresentazione integrale della funzione Æ:Æ(~r � ~r 0) = 18�3 Z +1�1 ei~k � (~r � ~r 0)d~k (15:4:16)15 - 18



||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagnetii ||||||||-la funzione �(~k) �e determinata dalla:~r~r � 18�3 Z +1�1 �(~k)ei~k � (~r � ~r 0)d~k � ~r2 18�3 Z +1�1 �(~k)ei~k � (~r � ~r 0)d~k��!2�0� � 18�3 Z +1�1 �(~k)ei~k � (~r � ~r 0)d~k = u 18�3 Z +1�1 ei~k � (~r � ~r 0)d~k (15:4:17)Gli operatori 'nabla' possono essere introdotte all'interno degli integrali in quanto essioperano sul vettore ~k e non su oordinate spaziali. Si ha, allora:18�3 Z +1�1 �(~k)~r~rei~k � (~r � ~r 0)d~k � 18�3 Z +1�1 �(~k)~r2ei~k � (~r � ~r 0)d~k��!2�0� � 18�3 Z +1�1 �(~k)ei~k � (~r � ~r 0)d~k = u 18�3 Z +1�1 ei~k � (~r � ~r 0)d~k (15:4:18)he si pu�o srivere:Z +1�1 �(~k)~r~rei~k � (~r � ~r 0)d~k � Z +1�1 �(~k)~r2ei~k � (~r � ~r 0)d~k��!2�0� � Z +1�1 �(~k)ei~k � (~r � ~r 0)d~k = u Z +1�1 ei~k � (~r � ~r 0)d~k (15:4:18)ossia: Z +1�1 n�(~k)~r~r� �(~k)~r2 � !2�0� � �(~k)� uo ei~k � (~r � ~r 0)d~k = 0 (15:4:19)Si ha:~rei~k � (~r � ~r 0) =bx ��x nei [kx(x� x 0) + ky(y � y 0) + kz(z � z 0)℄o++by ��y nei [kx(x� x 0) + ky(y � y 0) + kz(z � z 0)℄o++bz ��z nei [kx(x� x 0) + ky(y � y 0) + kz(z � z 0)℄o ==ikxbxei~k � (~r � ~r 0) + ikybyei~k � (~r � ~r 0) + ikzbzei~k � (~r � ~r 0) ==i (kxbx+ kyby + kzbz) ei~k � (~r � ~r 0) = i~kei~k � (~r � ~r 0) (15:4:20)
Si ha anhe:~r~rei~k � (~r � ~r 0) = ~r�i~kei~k � (~r � ~r 0)� = i~k~rei~k � (~r � ~r 0) = �~k~kei~k � (~r � ~r 0)(15:4:21)15 - 19



||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagnetii ||||||||-Analogamente:r2ei~k � (~r � ~r 0) = ~r � ~rei~k � (~r � ~r 0) = ~r � �i~kei~k � (~r � ~r 0)� (15:4:22)Poih�e: ~r � (� ~A) = �~r � ~A+ ~r� � ~A (15:4:23)l'equazione (15.4.22) diventa:r2ei~k � (~r � ~r 0) =ei~k � (~r � ~r 0)~r � i~k + ~rei~k � (~r � ~r 0) � i~k ==i~kei~k � (~r � ~r 0) � i~k = �k2ei~k � (~r � ~r 0) (15:4:24)in quanto ~r � ~k = 0.L'equazione (15.4.19) si pu�o os�i srivere:Z +1�1 n��(~k)~k~k + �(~k)k2 � !2�0� � �(~k)� uo ei~k � (~r � ~r 0)d~k = 0 (15:4:25)ossia ��(~k)~k~k + �(~k)k2 � !2�0� � �(~k) = u (15:4:26)he, in forma ompatta, si pu'o srivere:V (~k) � �(~k) = u (15:4:27)dove: V (~k) = �~k~k + k2u� !2�0� (15:4:28)Con l'aiuto della teoria delle matrii, l'equazione (15.4.28) omporta per � l' espres-sione: �(~k) = adj V (~k)det V (~k) (15:4:29)Ne segue: �(~r;~r 0) = 18�3 Z +1�1 adj V (~k)det V (~k)ei~k � (~r � ~r 0)d~k (15:4:30)Questa forma obbedise la ondizione di radiazione e quindi ostituise la sola solu-zione dell'equazione (15.4.5) he ondue ad un risultato �siamente aettabile. Poih�e lasorgente della radiazione �e per ipotesi un dipolo elettrio hertziano, sriviamo la distribu-zione della orrente ome: ~J(~r 0) = �i!~pÆ(~r 0) (15:4:31)15 - 20



||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagnetii ||||||||-dove ~p denota il momento di dipolo elettrio della sorgente. Sostituendo l'espressionedella orrente e l'espressione della funzione di Green nell'equazione (12.6.2), otteniamo larappresentazione integrale:~E(~r) = !2�08�3 Z +1�1 hadj V (~k)i � ~pdet V (~k) ei~k � ~rd~k (15:4:32)he �e la desiderata espressione del ampo elettrio del dipolo ~p. Cos�i vediamo he on ilmetodo della funzione di Green il problema di alolare il ampo di un dipolo in un plasmaomogeneo anisotropo si divide in parti algebrihe he onsiste nel trovare l'aggiunta ed ildeterminante della matrie diadia V (~k) ed in una parte analitio he rihiede il alolodell'integrale nell'equazione (15.4.10). Seondo Kuehl, quando il dipolo osilla ad altafrequenza io�e quando X = !2p!2 << 1 e Y 2 = !2g!2 << 1, il ampo elettrio del dipolo nellafar zone in oordinate sferihe r, �, �, �e dato da:~E = ��! �2 pz sin � ei(!=)(1�X=2)r4��0r (be� os �r � be� sin �r) (15:4:33)per un dipolo il ui momento ~p �e diretto lungo l'asse z, parallelo al ampo magnetioesterno ~B0 e da:~E = �! �2 pxq1� sin2 � os2 �ei(!=)(1�X=2)r4��0r [be� os(�r + �)� be� sin(�r + �)℄(15:4:34)per un momento di dipolo diretto in una direzione ortogonale al ampo magnetio esterno~B0. Nella formula (15.4.33) � = k(1=2)XY e � = tan�1(tan�= os �). Confrontandoqueste espressioni on quelle relative a quelle relative al plasma isotropo si vede he nelaso di alte frequenze l'anisotropia non ambia l'ampiezza p~e � ~e � del ampo irradiato ~Ema ambia il suo stato di polarizzazione: esso ausa he il ampo subise la rotazione diFaraday.
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