
||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-Cap. 13Teoria delle antenne: II13.1 - Sintesi di un diagramma di radiazione per mezzo dei polinomi diHermiteIllustriamo brevemente il metodo di Bouwkamp e De Bruijn 
he 
i permette di 
al-
olare approssimativamente una distribuzione di 
orrente 
he produrr�a un pres
ritto dia-gramma di radiazione, o, in altre parole, 
i permette di sintetizzare un dato diagrammadi radiazione.Consideriamo il 
aso di antenna rettilinea e partiamo dalla relazione integrale:F (�) = sin � Z +l�l e�ikz 
os �f(z)dz (0 � � � �) (13:1:1)
he 
orrela il fattore di forma spaziale F (�) alla distribuzione di 
orrente f(z). Per 
on-venienza, tuttavia, esprimiamo questa relazione in termini delle variabili adimensionatet = 
os �, � = kz e della 
ostante adimensionata a = kl.Cos�i la (13.1.1) diventa:F (t) =p1� t2 Z a�a e�i�tf(�)d� (�1 � t � 1) (13:1:2)dove si �e assunto k = 1 per 
omodit�a.Posto: G(t) = F (t)p1� t2 (13:1:3)la (13.1.2) si s
rive: G(t) = Z a�a e�i�tf(�)d� (�1 � t � 1) (13:1:4)In riferimento all'equazione integrale (13.1.4), vediamo 
he il problema della sintesi
onsiste nel trovare f(�) quando G(t) �e dato nell'intervallo �1 � t � 1.In virt�u di un teorema dovuto a Weistrass, possiamo approssimare la funzione dataG(t) ad una funzione polinomiale p(t) di grado elevato N .G(t) = p(t) = 
0 + 
1t+ � � � � � �+
N tN (13:1:5)Consideriamo, adesso, delle funzioni s
onos
iute fn(�) tali 
he:f(�) = 
0f0(�) + 
1f1(�) + � � � � � �+
NfN (�) (13:1:6)13 - 1



||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-Sostituiamo le espressioni (13.1.5) e (13.1.6) nell'equazione (13.1.4). Dedu
iamo 
hele funzioni fn(�) per n = 0; 1; ::::; N devono soddisfare le relazioni:tn = Z +a�a e�it�fn(�)d� (�1 � t � 1) (13:1:7)Per trovare le funzioni fn(�), introdu
iamo i polinomi di Hermite de�niti da:Hn(u) = (�1)neu22 264� ddu�n e�u22 375 (n = 0; 1; 2; ::::) (13:1:8)Da questa formula si pu�o fa
ilmente veri�
are, per mezzo di integrazioni su

essiveper parti, 
he:Z +1�1 e�A2�22 Hn(A�)e�it�d� = (�i)np2�An+1 0B�e� t22A21CA tn (�1 � t � 1) (13:1:9)dove si sono utilizzate le seguenti formule:Z 10 e�t2dt = p�2 ; Z 10 e��at2 + 2bt+ 
�dt = 12r�aeb2 � a
2 erf
 bpa ;erf
(z) = 2p� Z 1z e�t2dt = 1� erf(z); erf(z) = 2p� Z z0 e�t2dt (13:1:10)
Quando la 
ostante positiva arbitraria �e grande, il fattore exp��A2�22 �Hn (A�) di-minuis
e rapidamente a zero quando j�j ! 0. Quindi il 
ontributo dell'integrale, oltreun 
erto range (di
iamo j�j > a) �e tras
urabile. An
he, quando A �e grande, il fattoreexp�� t22A2� approssima all'unit�a. Conseguentemente se noi s
egliamo A abbastanzagrande, l'equazione (13.1.9) diventa:An+1p2�(�i)n Z +1�1 e�A2�22 Hn(A�)e�it�d� = tn (�1 � t � 1) (13:1:11)Combinando l'equazione (13.1.11) e (13.1.7) vediamo 
he le funzioni fn(�) sono dateda: fn(�) = An+1p2�(�i)n e�A2�22 Hn(A�) (13:1:12)13 - 2



||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-Sostituendo questo risultato nella equazione (13.1.6) otteniamo la soluzione formaledell'equazione integrale (13.1.4):f(�) = 1p2� NXn=0 
nAn+1(�i)n e�A2�22 Hn(A�) (13:1:13)
on A suÆ
ientemente grande.Come appli
azione del metodo sopra a

ennato sintetizziamo il diagramma di radia-zione espresso da: F (�) = sin2N+1 � (13:1:14)Il problema 
onsiste nel trovare i 
oeÆ
ienti 
N dello sviluppo della funzione F 
omenella (13.1.5).Posto al solito t = 
os � si ha sen2� = 1� t2 eF (t) =p1� t2 �1� t2�N quindi G(t) = �1� t2�N (13:1:15)Appli
ando il teorema binomiale:(a+ b)n = an + �n1 � an�1b+ �n2� an�2b2 + �n3 � an�3b3 + � � � � �+ bn (13:1:16)
on n intero positivo e �nk � = n!(n� k)!k! , la se
onda formula della (13.1.15) si s
rive:G(t) = NXl=0 �Nl � (�i)2l t2l (13:1:17)dove i 
oeÆ
ienti binomiali sono: �Nl � = N !(N � l)!l! (13:1:18)Confrontando la (13.1.17) 
on la (13.1.5) osserviamo 
he:
2l = �Nl � (�i)2l (13:1:19)e sostituendo questi valori nell'equazione (13.1.13) si ha:f(�) = Ap2�e�A2�22 NXl=0 �Nl �A2lH2l(A�) (13:1:20)13 - 3



||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-La 
ostante positiva arbitraria A �e s
elta in modo tale 
he: A = �a dove � �e pi�u grandedella pi�u grande radi
e di H2l(u) = 0. In questo modo la distribuzione di 
orrente (13.1.20)�e trasformata in: f(a; �; �) = �ap2�e��2�22a2 NXl=0 �Nl ��2la2lH2l�� �a� (13:1:21)Cos�i, in 
orrispondenza ad N = 0, N = 2, N = 4, abbiamo i diagrammi di radiazione:F = sin � F = sin5 � F = sin9 � (13:1:22)e le rispettive distribuzioni di 
orrente 
he li produ
ono sono:f0 (a; �; �) = �ap2�e��2�22a2 (13:1:23)f2 (a; �; �) = �ap2�e��2�22a2 �1 + 2�2a2H2 �� la�+ �4a4H4 �� �a�� (13:1:24)f4 (a; �; �) = �ap2�e��2�22a2 �1 + 4�2a2H2�� la�+ 6�4a4H4�� �a��++ �ap2�e��2�22a2 �4�6a6H6 �� �a�+ �8a8H8 �� �a�� (13:1:25)Se
ondo i 
al
oli di Bouwkamp e De Bruijn, queste distribuzioni sono espli
itamentedate da: f0(0:8; �; 4) = 2:394e�12:5�2 (13:1:26)f2(34 ; �; 6) = 5:175 � 104e�32�2 �1� 128:663�2 + 1379:59�4� (13:1:27)f4(�4 ; �; 9) = 1:4208 � 1011e�65�2 �1� 526�2 + 34:559�4 � 605:706�6 + 2843:678�8�(13:1:28)Le �gure mostrano le 
urve f0(�)=f0(0), f2(�)=f2(0) e f4(�)=f4(0) in funzione di �.Queste os
illazioni spaziali 
ausano l'interferenza distruttiva delle onde nella zona di ra-diazione in ogni direzione tranne quella equatoriale, dove si sommano 
ostruttivamente e
os�i produ
ono un pre
iso fas
io omnidirezionale 
entrato nel piano equatoriale.
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||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-13.2 - Distribuzione di 
orrente in un'antenna rettilineaNel 
apitolo pre
edente abbiamo studiato il 
ampo irradiato da un'antenna �liformenella ipotesi 
he la 
orrente fosse una funzione nota.Restano, quindi, aperti due problemi:1) 
osa 
ambia se le dimensioni trasversali dell'antenna sono �nite?2) �E stata valida l'ipotesi di aver assunto una distribuzione sinusoidale di 
orrente?A queste domande si pu�o dare risposta solo 
on un dettagliato modello dell'antennain quanto 
on una pre
isa struttura �si
a, la 
orrente sull'antenna pu�o essere determinatadalle equazioni di Maxwell, non assunta per ipotesi.�E un rigoroso problema di 
ondizioni al 
ontorno 
he ha 
ondotto ad almeno tredi�erenti modelli di antenna:
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ilindri
a sferoidale bi
oni
a
Il modello di Hallen e King (a sinistra in �gura) �e un 
ilindro perfettamente 
on-duttore di raggio �nito a e lunghezza l 
on un gap in z = 0 dove l'intensit�a del 
ampoelettri
o �e Ei. Il problema �e formulato nella forma di equazioni integrali.Il se
ondo modello �e dovuto a Stratton e Chu (al 
entro in �gura) 
he modellanol'antenna 
ome un paio di ellissoidi o sferoidi prolate.Il terzo modello �e stato sviluppato da S
helkuno� e 
onsiste di una struttura bi
oni
a.13.3 - Modello di Hallen e KingConsideriamo un'antenna rettilinea di lunghezza 2h e di sezione 
ilindri
a 
he ammet-teremo, per sempli
it�a, 
ir
olare e di raggio a. L'antenna sia 
ostituita da un 
onduttore13 - 5



||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-perfetto e la regione di alimentazione (
io�e la regione dove il 
ampo impresso �e diverso dazero) sia un tratto molto pi

olo dell'antenna stessa. Riferiamo i punti dello spazio a unsistema di 
oordinate 
ilindri
he �; �; z 
on asse z 
oin
idente 
on l'asse dell'antenna e 
onorigine nel punto medio.

�g.13.3-1
OSCILLATORER:F:

...................................................

.........................................................................................................................

..................
z = h
z = 0
z = �h.................................................................... ...................... .......................................................................................... 2a

La 
orrente s
orre lungo la super�
ie dell'antenna simmetri
amente distribuita rispettoall'asse del 
ilindro.Il vettore densit�a di 
orrente ha, allora, soltanto la 
omponente lungo z ed il vettorepotenziale ~A in 
ias
un punto, ha la direzione dell'asse z. Non viene 
onsiderata la 
orrente
he s
orre sulle basi dei 
ilindri 
ostituenti l'antenna, ma questa pu�o essere tras
urata nel
aso di antenne molto sottili o addirittura eliminata nel 
aso di antenne tubolari.Nel 
aso di e

itazione mono
romati
a, il 
ampo elettri
o si pu�o s
rivere:~E = i!���I + 1k2 ~r~r� � ~A (13:3:1)e, poi
h�e, ~A = Abz si ha per la 
omponente di ~E lungo z:Ez = i!A+ i! 1k2 �2A�z2 (13:3:2)Ora, poi
h�e sulla super�
ie dell'antenna (es
lusa la regione di alimentazione) �e nullala 
omponente tangenziale del 
ampo elettri
o e tale �e, quindi, Ez, si ha:�2A�z2 + k2A = 0 (13:3:3)13 - 6



||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-sulla super�
ie dell'antenna es
lusa la regione di alimentazione.Poi
h�e per simmetria A dipende solo da z e da � e sulla super�
ie dell'antenna �e � = a,si ha 
he A dipende solo da z e la (13.3.3) si s
rive:d2Adz2 + k2A = 0 (13:3:4)�E utile osservare 
he, sulla super�
ie dell'antenna, es
lusa la zona di alimentazione,an
he il potenziale s
alare � soddisfa ad una analoga equazione, infatti:~E = �~r�� � ~A�t (13:3:5)Poi
h�e sulla super�
ie dell'antenna Ez = 0, si ha:����z + i!A = 0 (13:3:6)sulla super�
ie dell'antenna es
lusa la zona di alimentazione.D'altra parte per la 
ondizione di Lorentz:~r � ~A+ �����t = 0 (13:3:7)si ha nel nostro 
aso: �A�z � i !
2� = 0 (13:3:8)Poi
h�e, per simmetria, � ed A dipendono solo da z e da � e sulla super�
ie dell'antenna� = a, la (13.3.6) e la (13.3.8) sulla super�
ie dell'antenna es
lusa la regione di alimen-tazione si s
rivono: �d�dz + i!A = 0dAdz � i !
2� = 0 (13:3:9)Derivando la prima equazione rispetto a z e sostituendo dAdz nella se
onda si ha:d2�dz2 + k2� = 0 (13:3:10)Analogamente derivando la se
onda rispetto a z e sostituendo d�dz nella prima si ha:d2Adz2 + k2A = 0 (13:3:11)
he �e identi
a alla (13.3.4). 13 - 7



||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-Poi
h�e l'integrale generale delle (13.3.10) e (13.3.11) �e della forma:C1 
os kz + C2 sin kz 
on C1 e C2 
ostanti arbitrarie, (13:3:12)si 
on
lude 
he tanto il potenziale vettore quanto il potenziale s
alare sono distribuitisull'antenna 
on legge sinusoidale. S
riviamo, in parti
olare:A = C1 
os kz + C2 sin kz (13:3:13)D'altra parte, il potenziale vettore si pu�o esprimere in funzione della densit�a di 
or-rente. Cal
oliamo, quindi, l'espressione di ~A in un punto P sul 
onduttore, 
io�e nel puntoP di 
oordinate a; z; �. Detto an
ora P0 � (a; z0; �0) un altro generi
o punto sull'antenna,osserviamo 
he la distanza r = PP0 vale r = qPP 002 + P 00P02 dove P 00 �e la proiezione diP0 sul piano z.
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Si ha:P0P 00 = jz � z0j PP 00 = 2a ����sin �0 � �2 ���� quindi r =r(z � z0)2 + 4a2 sin2 �0 � �2(13:3:14)Si ha inoltre 
he l'elemento di area sulla super�
ie dell'antenna vale ad�0dz0 e 
heI(z0)2�a �e il valore della densit�a di 
orrente super�
iale.13 - 8



||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-Ri
ordiamo 
he l'espressione del potenziale vettore �e:~A(~r) = �4� ZV ~J(~r 0)eikj~r � ~r 0jj~r � ~r 0j d3r 0 (13:3:15)Nel nostro 
aso il vettore posizione ~r individua il punto P ed il vettore posizione ~r 0individua il punto P0 e j~r � ~r 0j individua la distanza r = PP0.Per 
ui si ha: A(z) = �8�2 Z +h�h I(z0)dz0 Z 2�0 eikrr d�0 (13:3:16)Analizzando la (13.3.16) nas
e una 
onsiderazione immediata nel 
aso in 
ui il raggioa del 
ilindro 
he 
ostituis
e l'antenna sia molto pi

olo.In questo 
aso, infatti, dalla (13.3.14) si ha 
he per z prossimo a z0 r �e pi

olissimo equindi 1r diventa grandissimo, mentre se z �e suÆ
ientemente diverso da z0 esso ha valorinon troppo elevati. Ne segue quindi 
he, sempre nel 
aso a molto pi

olo, il maggior
ontributo all'integrale (13.3.16) si avr�a nelle vi
inanze di z = z0, quindi si potr�a porreI(z) inve
e di I(z0) e l'unit�a in luogo di eikr essendo r assai prossimo allo zero.Si ha 
os�i: A(z) = �8�2 I(z) Z +h�h dz0 Z 2�0 d�0r (13:3:17)Ora, 
ome vedremo, l'integrale 
he 
ompare in questa formula �e reale e indipendenteda z. Quindi la I(z) �e proporzionale ad A(z) 
io�e la 
orrente sull'antenna sottile �esinusoidale.Ritornando alla teoria generale, indi
hiamo un metodo rigoroso per il 
al
olo della
orrente in antenna; supponiamo per sempli
it�a 
he l'antenna sia alimentata nel suo puntomedio. Pi�u pre
isamente, ~Ei sia diverso da zero per valori 
ompresi fra �� e +� 
on �molto pi

olo. In questo tratto il 
ampo elettri
o �e il 
ampo impresso ~Ei il quale essendo� molto pi

olo pu�o ritenersi diretto lungo l'asse z. Pertanto nella zona di alimentazionela (13.3.5) diventa: Eiz = ����z + i!A (13:3:18)Integriamo la (13.3.18) fra �� e +�, si ha:Z +��� Eizdz = � Z +��� ���z dz + i! Z +��� AdzIl primo termine �e la 
ir
uitazione di Eiz lungo il tratto di alimentazione dell'antennae vale per
i�o la forza elettromotri
e impressa.Il se
ondo integrale vale �V (�) + V (��); il terzo essendo A �nito ed � molto pi

olorisulta dell'ordine di � e si pu�o tras
urare.Posto �V (�) + V (��) = �V0 si ha 
he: se V0 �e la di�erenza di potenziale ai 
api delgeneratore, se � �e pi

olo, essa si manifesta 
on un salto di potenziale.13 - 9



||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-Poi
h�e possiamo 
onsiderare � in�nitesimo, 
io�e la regione di alimentazione ridotta adun punto possiamo s
rivere: V (0+)� V (0�) = V0 (13:3:19)Dalla (13.3.8), 
io�e dalla: �A�z � i !
2� = 0 (13:3:20)si ha, allora, 
he attraversando il punto di alimentazione, la �A�z subis
e una dis
ontinuit�auguale a i !
2V0.D'altra parte A(z) �e simmetri
a rispetto al punto di alimentazione 
io�e rispetto alpiano z = 0; in altri termini �e A(z) = A(�z) e si pu�o quindi s
rivere:A(z) = C1 
os kz + C2 sin kjzj (13:3:21)Ne segue: �A�z = �kC1 sin kz + kC2 
os kz per z > 0 (13:3:22)�A�z = �kC1 sin kz � kC2 
os kz per z < 0 (13:3:23)per 
ui: ��A�z �z=0+ = kC2 (13:3:24)��A�z �z=0� = �kC2 (13:3:25)��A�z �z=0+ � ��A�z �z=0� = 2kC2 = i !
2V0 (13:3:26)da 
ui: C2 = i !2
2kV0 = i2
V0 (13:3:27)Cal
olata 
os�i la 
ostante C2, si eguaglia la (13.3.21) 
on la (13.3.16) dopo aver postoC1 = C.Si ha, quindi:C 
os kz + iV02
 sin kjzj = �8�2 Z +h�h I(z0)dz0 Z 2�0 eikrr d�0 (13:3:28)dove r �e l'espressione (13.3.14).La 
ostante C viene determinata 
on le 
ondizioni:I(h) = I(�h) = 0 (13:3:29)13 - 10
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i ||||||||-
he esprimono l'annullarsi della 
orrente agli estremi dell'antenna.L'equazione (13.3.28) �e un'equazione integrale dovuta ad Hallen. La sua risoluzione
ompleta permette di 
onos
ere I(z). La soluzione rigorosa dell'equazione (13.3.28) si
onos
e, ma per i problemi prati
i 
onviene apportare una approssimazione.Quando il raggio dell'antenna �e pi

olo rispetto alla lunghezza dell'antenna e allalunghezza d'onda �e vantaggioso usare una pi�u sempli
e equazione integrale linearizzata.Questo �e possibile sostituendo PP0 
on la quantit�a O0P0; �e evidente 
he tale approssi-mazione �e tanto pi�u le
ita quanto minore �e il raggio della sezione dell'antenna. �E benenotare 
he il valore di A(z) 
he 
os�i si ottiene �e il valore del potenziale vettore sull'asse z,quindi, si 
onsidera inve
e del potenziale in � = a, lo stesso potenziale per � = 0.Si ha 
os�i: r = PP0 ' O0P0 =q(z � z0)2 + a2 = R (13:3:30)L'equazione (13.3.28), pertanto, diventa:C 
os kz + iV02
 sin kjzj = �8�2 Z +h�h I(z0)dz0 Z 2�0 eikRR d�0
he si pu�o s
rivere:C 
os kz + iV02
 sin kjzj = �8�2 2� Z +h�h I(z0)eikRR dz0 (13:3:31)La (13.3.31) 
ostituis
e una forma sempli�
ata dell'equazione di Hallen. Un primometodo indi
ato da Hallen per risolvere la (13.3.31) �e il seguente.Aggiungiamo e sottraiamo al se
ondo membro dell'equazione (13.3.31) la quantit�a�4� Z +h�h I(z)R dz0.La (13.3.31), allora, diventa:C 
os kz + iV02
 sin kjzj = �4� Z +h�h "I(z0)eikRR � I(z)R # dz0 + �4�I(z) Z +h�h dz0R (13:3:32)Ora, si ha:Z +h�h dz0R = Z +h�h dz0q(z � z0)2 + a2 = lnz + h+qa2 + (z + h)2z � h+qa2 + (z � h)2 == ln�qa2 + (z + h)2 + (z + h)� �qa2 + (z � h)2 � (z � h)�a2 == ln4h2a2 + ln�qa2 + (z + h)2 + (z + h)� �qa2 + (z � h)2 � (z � h)�4h2
(13:3:33)
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||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-Se il punto P �e suÆ
ientemente lontano dagli estremi, onde si possa tras
urare a2rispetto a (h+ z)2 e (h� z)2, si ha 
he l'ultimo termine della (13.3.33) vale:lnh2 � z2h2 ' 0 (13:3:34)Sostituendo questa approssimazione nella (13.3.32) si ottiene una equazione inte-grale linearizzata per una sottile e rettilinea antenna trasmittente.I(z)�ln4h2a2 �+ Z +h�h "I(z0)eikR � I(z)R # dz0 = 4�� C 
os kz + i2�V0Z sin kjzj (13:3:35)Posto: 
 = ln4h2a2 (13:3:36)
he prende il nome di parametro di snellezza dell'antenna, la (13.3.35), ritenendovalide le approssimazioni (13.3.34) in tutto l'intervallo delle z, si pu�o s
rivere:I(z) = 1
 �4�C� 
os kz + 2�iV0Z sin kjzj�� 1
 Z +h�h "I(z0)eikR � I(z)R # dz0 (13:3:37)Questa �e una equazione integrale non omogenea (funzione nota al se
ondo membro)di se
onda spe
ie (la funzione in
ognita appare sia fuori sia dentro il segno di integrale).Essa �e risolvibile per iterazioni su

essive; 
ome prima iterazione si pu�o prendere:I(z) ' 1
 �4�C� 
os kz + 2�iV0Z sin kjzj� (13:3:38)
he �e di ordine 1
. Sostituendo nell'integrale si avrebbe la se
onda iterazione, 
ontenentean
he un termine di ordine 1
2 e 
os�i via.Fermiamo
i alla prima iterazione, imponendo 
 >> 1 e 
al
oliamo la 
ostante Cimponendo la 
ondizione I(h) = 0.Si ha: C = ��2 iV0Z sin kh
os kh (13:3:39)Di 
onseguenza: I(z) ' �i2�
 V0Z � sin kh 
os kz
os kh � sin kjzj� (13:3:40)
he si pu�o s
rivere: I(z) ' �i2�
 V0Z 1
os kh sin k (h� jzj) (13:3:41)La 
on
lusione �e 
he, in prima approssimazione, la distribuzione della 
or-rente su antenne �liformi sottili �e di tipo sinusoidale.Fine del Cap.13 13 - 12


