
||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-Cap. 10La teoria della radiazioneNei 
apitoli pre
edenti abbiamo studiato la propagazione dei 
ampi elettromagneti
isenza tener 
onto del modo 
on 
ui essi vengono generati. Considereremo, adesso, lesorgenti del 
ampo e il problema fondamentale della determinazione dell'intensit�a e della
on�gurazione di un 
ampo generato da una distribuzione di 
ari
he e 
orrenti.10.1 - I potenziali elettromagneti
i e trasformazioni di gauge.Il problema della determinazione del 
ampo generato da 
orrenti e 
ari
he assegnateviene a�rontato, in maniera pi�u sempli
e, introdu
endo dei potenziali ausiliari (
ome nel
aso stati
o) dai quali si possono ri
avare mediante sempli
i operazioni di derivazione siail 
ampo elettri
o 
he il 
ampo magneti
o; in questo modo le equazioni di Maxwell sonoautomati
amente soddisfatte ed inoltre le equazioni di�erenziali da risolvere sono in numerominore.S
riviamo le equazioni di Maxwell:~r� ~E + � ~B�t = 0 (10:1:1)1� ~r� ~B � � ~D�t = ~J (10:1:2)~r � ~B = 0 (10:1:3)~r � ~D = � (10:1:4)Per la terza equazione il 
ampo ~B �e sempre solenoidale quindi si pu�o rappresentare
ome il rotore di un altro vettore ~A(~r; t) 
he prende il nome di potenziale vettore magneti
oe si s
rive: ~B = ~r� ~A (10:1:5)Sostituendo la (10.1.5) nella prima equazione (10.1.1), si ha:~r� ~E + ��t �~r� ~A� = 0 (10:1:6)
he si pu�o s
rivere: ~r� ~E + ~r� � ~A�t = 0 (10:1:7)
io�e: ~r� ~E + � ~A�t ! = 0 (10:1:8)10 - 1
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i ||||||||-Per la (10.1.8) il vettore a rotazione nulla ~E + � ~A�t pu�o essere 
onsiderato 
ome ilgradiente di una funzione s
alare, 
io�e del potenziale s
alare � e s
riviamo:~E + � ~A�t = �~r� (10:1:9)
io�e: ~E = �~r�� � ~A�t (10:1:10)Il segno meno nella (10.1.9) �e per uniformar
i al 
aso elettrostati
o alla quale la (10.1.9)perviene imponendo l'indipendenza dal tempo di ~A.Le de�nizioni (10.1.5) e (10.1.10) di ~B ed ~E mediante i potenziali � e ~A soddisfanoautomati
amente le due equazioni di Maxwell omogenee 
io�e la (10.1.1) e la (10.1.3). Il
omportamento dinami
o di ~A e di � �e determinato dalle due equazioni di Maxwell nonomogenee (la (10.1.2) e la (10.1.4)).Supponendo il mezzo lineare, omogeneo ed isotropo, s
riviamo le equazioni di Maxwellnon omogenee in funzione dei potenziali elettromagneti
i, ponendo:~D =� � ~r� + � ~A�t !~H = 1� ~r� ~A (10:1:11)Otteniamo: ~r� �~r� ~A�+ ��~r���t + ���2 ~A�t2 =�~Jr2�+ ~r � � ~A�t =� �� (10:1:12)Sviluppando il prodotto ~r� �~r� ~A� = ~r~r � ~A�r2 ~A, si ha:r2 ~A� ���2 ~A�t2 � ~r�~r � ~A+ �����t � =� �~Jr2�+ ��t �~r � ~A� =� �� (10:1:13)Abbiamo 
os�i ridotto il sistema delle quattro equazioni di Maxwell a due sole equazionima si tratta an
ora di equazioni a

oppiate. Ora, se guardiamo la (10.1.5), 
io�e lade�nizione di ~B in funzione del potenziale vettore ~A, 
i a

orgiamo 
he quest'ultimo �ede�nito a meno del gradiente di una funzione s
alare arbitraria �(~r; t), nel senso 
he ~B �einvariante rispetto ad una trasformazione del potenziale vettore del tipo:~A! ~A0 = ~A+ ~r� (10:1:14)10 - 2
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i ||||||||-infatti, appli
ando vettorialmente l'operatore ~r alla (10.1.14) si ha:~r� ~A0 = ~r� ~A (10:1:15)Allo stesso modo il 
ampo elettri
o rimane invariato rispetto alla trasformazione(10.1.14) se 
ontemporaneamente si trasforma il potenziale s
alare 
on una trasformazionedel tipo: �! �0 = �� ���t (10:1:16)Infatti, inserendo i potenziali trasformati nella (10.1.10), si ha:~E = �~r�0 � � ~A0�t = �~r�+ ~r���t � � ~A�t � ��t ~r� = �~r�� � ~A�t (10:1:17)Le trasformazioni (10.1.14) e (10.1.16) 
he las
iano invarianti ~B ed ~E si 
hiamanotrasformazioni di gauge e l'invarianza dei vettori del 
ampo rispetto a trasformazioni diquesto tipo �e detta invarianza di gauge. Ovviamente, an
he le (10.1.13) risultano invarianti.L'arbitrariet�a della funzione � e quindi della (10.1.14) e della (10.1.16) 
i permette dis
egliere in maniera opportuna una 
oppia di potenziali ( ~A;�); in parti
olare una s
elta
onveniente �e quella 
he disa

oppia le equazioni (10.1.13) 
io�e 
he ridu
a il sistema adun'equazione 
ontenente solo � e all'altra 
he 
ontiene solo ~A. Dalle (10.1.13) si dedu
e
he questo a

ade se la 
oppia di potenziali �e s
elta in modo 
he sia soddisfatta la relazione:~r � ~A+ �����t = 0 (10:1:18)Con questa 
ondizione 
hiamata 
ondizione di Lorentz le (10.1.13) si disa

oppianoe diventano: r2 ~A� ���2 ~A�t2 =� �~Jr2�� ���2��t2 =� �� (10:1:19)Per vedere 
he �e sempre possibile trovare dei potenziali 
he soddisfano alla 
ondizionedi Lorentz, supponiamo 
he i potenziali ~A e � 
he soddisfano alle (10.1.13) non soddisfanola (10.1.18); mediante una trasformazione di gauge passiamo allora ai potenziali ~A0 e �0 eimponiamo 
he questi soddis�no la 
ondizione di Lorentz:~r � ~A 0 + ����0�t = 0 (10:1:20)Trasformando la (10.1.20) per mezzo della (10.1.14) e della (10.1.16) si ha:~r � ~A+r2� + �����t � ���2��t2 = 0 (10:1:21)10 - 3
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he si s
rive meglio: r2�� ���2��t2 = ��~r � ~A+ �����t � (10:1:22)dove il se
ondo membro �e termine noto.Basta dunque trovare una funzione di gauge � 
he soddis� l'equazione (10.1.22)aÆn
h�e i nuovi potenziali ~A0 e �0 soddis�no simultaneamente la 
ondizione di Lorentze le equazioni d'onda (10.1.19).�E 
hiaro 
he se una 
oppia di potenziali ( ~A;�) soddisfa inizialmente la 
ondizione diLorentz, i potenziali trasformati si ottengono dalla (10.1.14) e dalla (10.1.16) imponendo
he la funzione � soddis� l'equazione:r2�� ���2��t2 = 0 (10:1:23)Tutti i potenziali appartenenti a questa pi�u ristretta 
lasse vengono de�niti 
omeappartenenti alla gauge di Lorentz.Un'altra s
elta per la 
oppia di potenziali ( ~A;�) �e quella per 
ui risulti:~r � ~A = 0 (10:1:24)Le equazioni d'onda (10.1.13), in questo 
aso, si s
rivono:r2 ~A� ���2 ~A�t2 = ��~J + ��~r���tr2� = ��� (10:1:25)Dalle (10.1.25) si vede subito 
he il potenziale s
alare soddisfa l'equazione di Poisson la
ui soluzione �e, 
ome �e noto dall'elettrostati
a, per una distribuzione lo
alizzata di 
ari
hesorgenti: �(~r; t) = 14�� Z �(~r 0; t)j~r � ~r 0jd3r 0 (10:1:26)Il potenziale s
alare (10.1.26) �e il potenziale di Coulomb istantaneo dovuto alla dis-tribuzione di 
ari
he �(~r 0; t) e da 
i�o deriva il nome di gauge di Coulomb.In realt�a in elettrostati
a sia la densit�a di 
ari
a 
he il potenziale non dipendono daltempo, ma la se
onda equazione delle (10.1.25) non 
ontiene al
un operatore 
he agis
esul tempo, pertanto la (10.1.26) �e sempre valida istantaneamente.Prima di passare alla dis
ussione della prima equazione delle (10.1.25) dimostriamo ilseguente Teorema di Helmholtz:Una funzione vettoriale ~C(~r) regolare e limitata all'in�nito si pu�o sempre s
rivere 
omesomma di due funzioni vettoriali una a divergenza nulla (solenoidale) e l'altra a rotore nullo(irrotazionale), 
io�e: ~C(~r) = ~D(~r) + ~F (~r) (10:1:27)10 - 4
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on ~D(~r) ed ~F (~r) tali 
he: ~r � ~D = 0 e ~r� ~F = 0 (10:1:28)La dimostrazione del teorema 
onsiste nell'esprimere ~D e ~F in funzione di ~C.S
riviamo ~D e ~F in funzione di due funzioni ausiliarie � e ~� tali 
he:~D = ~r� ~� (10:1:29)~F = �~r� (10:1:30)�E 
hiaro 
he le 
ondizioni (10.1.28) sono automati
amente soddisfatte.Appli
hiamo l'operatore ~r s
alarmente alla (10.1.30) e vettorialmente alla (10.1.29),si ha: ~r� ~D = ~r� (~r� ~�) (10:1:31)~r � ~F = �r2� (10:1:32)D'altra parte per la (10.1.27) si ha:~r � ~C = ~r � ~F (10:1:33)~r� ~C = ~r� ~D (10:1:34)Pertanto la (10.1.31) e la (10.1.32) diventano:~r� (~r� ~�) = ~r� ~C (10:1:35)r2� = �~r � ~C (10:1:36)La se
onda di queste equazioni �e simile all'equazione di Poisson in elettrostati
a mentrela prima �e simile all'equazione per il potenziale vettore della magnetostati
a.Le soluzioni della (10.1.35) e della (10.1.36), quindi, sono:� = 14� Z ~r 0 � ~C(~r 0)j~r � ~r 0j d3r 0 (10:1:37)~� = 14� Z ~r 0 � ~C(~r 0)j~r � ~r 0j d3r 0 (10:1:38)Poi
h�e ~D e ~F possono essere trovati da � e ~�, il teorema �e dimostrato. �E da notare
he la formula ~F = �~r� somiglia a quella per il 
al
olo del 
ampo elettri
o dal potenziale.Tale 
ampo quando �e prodotto da una sorgente puntiforme �e longitudinale rispetto alraggio vettore 
he 
ongiunge la 
ari
a al punto 
ampo.Analogamente ~D = ~r� ~� �e simile alla formula per il 
al
olo dell'induzione magneti
adal potenziale vettore. In questo 
aso il 
ampo �e trasverso (ortogonale) al raggio vettore 
he10 - 5
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ongiunge l'elemento di 
orrente al punto 
ampo. Per queste ragioni ~F �e spesso 
hiamatola parte longitudinale di ~C e ~D la parte trasversa.Ritorniamo alla dis
ussione della prima equazione delle formule (10.1.25); in essa ilvettore densit�a di 
orrente ~J , in virt�u del teorema di Helmholtz pu�o s
riversi 
ome lasomma di due termini: ~J = ~Jl + ~Jt (10:1:39)dove ~Jl �e la densit�a di 
orrente longitudinale o irrotazionale (~r� ~Jl = 0), mentre ~Jt �e ladensit�a di 
orrente trasversale o solenoidale (~r � ~Jt = 0).Per le (10.1.37) e (10.1.38) e le (10.1.29) e (10.1.30), si ha:~Jl = �~r 14� Z ~r 0 � ~J(~r 0)j~r � ~r 0j d3r 0 (10:1:40)~Jt = 14� ~r� Z ~r 0 � ~J(~r 0)j~r � ~r 0j d3r 0 (10:1:41)Poi
h�e per l'equazione di 
ontinuit�a ~r 0 � ~J = ���(~r 0; t)�t , la (10.1.40) diventa:~Jl = 14� ~r ��t Z �(~r 0; t)j~r � ~r 0jd3r 0 (10:1:42)
he per la (10.1.26) si s
rive: ~Jl = �~r���t (10:1:43)Sostituendo questa espressione nella prima delle (10.1.25) si ha:r2 ~A� ���2 ~A�t2 = ��~Jl � �~Jt + �~Jl (10:1:44)
io�e: r2 ~A� ���2 ~A�t2 = ��~Jt (10:1:45)Questa �e l'origine del nome gauge trasversale; il potenziale vettore �e determinatodalla parte solenoidale ~Jt della densit�a di 
orrente mentre il potenziale s
alare dalla parteirrotazionale ~Jl.Poi
h�e � soddisfa l'equazione di Poisson, la parte di 
ampo elettri
o dovuto al termine~r� varia spazialmente 
on legge 
ome o pi�u velo
e di 1r2 
io�e 
ome un 
ampo elettrostati
oe quindi il suo 
ontributo predomina in prossimit�a delle sorgenti.Vi
eversa i 
ampi 
he derivano dal termine del potenziale vettore predominano nellezone lontane; questi 
ampi, 
ome vedremo in seguito, sono 
hiamati 
ampi di radiazione; �eper questo 
he la gauge di Coulomb si 
hiama an
he gauge di radiazione. Questa gauge �eparti
olarmente utile in elettrodinami
a quantisti
a; la des
rizione quantisti
a in terminidi fotoni ri
hiede la quantizzazione soltanto del potenziale vettore.10 - 6



||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-10.2 - Soluzione dell'equazione d'onda non omogeneaLe equazioni d'onda (10.1.19) e (10.1.45) hanno tutte la struttura fondamentale:r2	� 1v2 �2	�t2 = �f(~r; t) (10:2:1)dove f(~r; t) �e una funzione di sorgente assegnata lo
alizzata in una regione di spazio �nita.La 
ostante v �e la velo
it�a di propagazione nel mezzo 
he supponiamo non dispersivo enon 
onduttore.Il problema generale della radiazione �e quello di risolvere la (10.2.1), 
io�e trovare lasoluzione 	(~r; t), in regioni limitate dello spazio, 
on o senza sorgenti lo
alizzate all'interno,e 
on 
ondizioni assegnate sulle super�
i del 
ontorno. Data l'enorme importanza del pro-blema, 
onsideriamo in primo luogo sorgenti mono
romati
he. Per questo eseguiamo unatrasformazione di Fourier rispetto alla frequenza (dominio della frequenza) rappresentando	(~r; t) e f(~r; t) 
on gli integrali di Fourier:	(~r; t) = 1p2� Z +1�1 	(~r; !)e�i!td! (10:2:2)f(~r; t) = 1p2� Z +1�1 f(~r; !)e�i!td! (10:2:3)
on le trasformazioni inverse:	(~r; !) = 1p2� Z +1�1 	(~r; t)ei!tdt (10:2:4)f(~r; !) = 1p2� Z +1�1 f(~r; t)ei!tdt (10:2:5)Inserendo le trasformazioni integrali (10.2.2) e (10.2.3) nella (10.2.1) si trova 
he latrasformata di Fourier 	(~r; !) soddisfa l'equazione d'onda non omogenea di Helmholtz,per ogni valore di !: (r2 + k2)	(~r; !) = �f(~r; !) (10:2:6)avendo posto: k2 = !2v2 = !2�� (10:2:7)Se imponiamo, a priori, la mono
romati
it�a della sorgente 
io�ef(~r; t) = f(~r)e�i!t (10:2:8)e quindi: 	(~r; t) = 	(~r)e�i!t (10:2:9)10 - 7
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i ||||||||-la dipendenza da ! nella (10.2.6) s
ompare e l'equazione di Helmholtz si s
rive:(r2 + k2)	(~r) = �f(~r) (10:2:10)Individuando in 	(~r) il potenziale s
alare ed il potenziale vettore, le equazioni darisolvere sono: r2�(~r) + k2�(~r) = ��(~r)� (10:2:11)r2 ~A(~r) + k2 ~A(~r) = ��~J(~r) (10:2:12)Consideriamo la (10.2.11) e 
er
hiamo una soluzione parti
olare, disinteressando
i peril momento di eventuali 
ondizioni al 
ontorno.A 
ausa della linearit�a della (10.2.11), in analogia 
on l'equazione di Poisson in elet-trostati
a, una soluzione parti
olare della (10.2.11), 
he 
ome vedremo dopo 
orrispondealla soluzione generale nel 
aso di sorgenti lo
alizzate e mezzo illimitato, �e:�(~r) = 1� ZV �(~r 0)G(~r;~r 0)d3r 0 (10:2:13)dove G(~r;~r 0) �e una funzione delle 
oordinate del punto-
ampo ~r e del punto sorgente ~r 0e prende il nome di funzione di Green. L'integrazione rispetto alle 
oordinate api
ate �eestesa a tutto il volume V o

upato da �.Per meglio 
apire il signi�
ato �si
o della (10.2.13), osserviamo 
he la equazione(10.2.11) �e una equazione alle derivate parziali di tipo ellitti
o simile alla equazionedi Poisson (a 
ui si ridu
e per k=0); in questo ultimo 
aso la funzione di Green G(~r;~r 0)�e 14� 1j~r � ~r 0j 
io�e il potenziale di una 
ari
a stati
a e puntiforme. Nel nostro 
aso la fun-zione G(~r;~r 0), 
he ha lo stesso signi�
ato �si
o del 
aso elettrostati
o, �e s
onos
iuta e vadeterminata mediante sostituzione della (10.2.13) nella (10.2.11), ottenendo:ZV �(~r 0) �r2 + k2�G(~r;~r 0)d3r 0 = ��(~r) (10:2:14)dove l'operatore lapla
iano opera sulle 
oordinate non api
ate.Con l'aiuto della 'funzione' Æ di Dira
, possiamo rappresentare la densit�a �(~r) 
he�gura al se
ondo membro della (10.2.14) 
ome un integrale di volume:�(~r) = ZV �(~r 0)Æ(~r � ~r 0)d3r 0 (~r in V ) (10:2:15)Ri
ordiamo le propriet�a della funzione Æ. Essa �e 
os�i de�nita:Æ(~r � ~r 0) = � 0 per ~r 6= ~r 01 per ~r = ~r 0 (10:2:16)Inoltre: ZV f(~r)Æ(~r � ~r 0)d3r = f(~r 0) (10:2:17)10 - 8
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i ||||||||-per ogni ~r 0 in V ed �e nullo per ~r 0 fuori dal volume V .In virt�u della (10.2.15), l'equazione (10.2.14) si pu�o s
rivere:ZV �(~r 0) ��r2 + k2�G(~r;~r 0) + Æ(~r � ~r 0)� d3r 0 = 0 (10:2:18)Dalla (10.2.18) segue 
he la funzione G(~r;~r 0) deve soddisfare l'equazione s
alare diHelmholtz: r2G(~r;~r 0) + k2G(~r;~r 0) = �Æ(~r � ~r 0) (10:2:19)Cos�i la funzione G(~r;~r 0) soddisfa l'equazione (10.2.11) 
on il termine di sorgentesostituito dalla funzione Æ; la funzione G(~r;~r 0) prende il nome di funzione di Greendell'equazione (10.2.11).Cer
hiamo, adesso, una soluzione della (10.2.19).Poi
h�e la sorgente nell'equazione (10.2.19) �e puntiforme, la funzione di Green deveessere sferi
amente simmetri
a 
io�e deve essere una funzione di j~r�~r 0j. S
rivendo il Lapla-
iano in 
oordinate sferi
he e 
onsiderando, quindi, soltanto la parte radiale, l'equazione(10.2.19) diventa: 1r2 ddr �r2 dG(r)dr �+ k2G(r) = �Æ(r) (10:2:20)avendo posto r = j~r � ~r 0j.La (10.2.20) si pu�o an
he s
rivere:1r d2dr2 (rG) + k2G = �Æ(r) (10:2:21)In ogni punto, e

etto 
he per r = 0, la funzione rG(r) soddisfa l'equazione omogenea:d2dr2 (rG) + k2 (rG) = 0 (10:2:22)
he ammette la soluzione: rG = Ae+ikr +Be�ikr (10:2:23)
io�e: G(r) = Aeikrr +Be�ikrr (10:2:24)Con la 
onvenzione usata nelle (10.2.2) e (10.2.3) per la dipendenza dal tempo, ilprimo termine della (10.2.24) rappresenta un'onda sferi
a divergente dall'origine, il se-
ondo un'onda sferi
a 
onvergente; assumiamo di 
onsiderare solo onde divergenti. Cos�i lasoluzione �e: G(r) = Aeikrr (10:2:25)Vogliamo ora vedere se �e possibile soddisfare l'equazione (10.2.19) an
he nell'originemediante un'opportuna s
elta della 
ostante A.10 - 9
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i ||||||||-Pro
ediamo nella seguente maniera: 
onsideriamo un pi

olo volume �V 
ontenentel'origine e sia S0 la super�
ie sferi
a 
he 
ir
onda �V ; integriamo l'equazione (10.2.19) sulvolume �V , si ha: Z�V r2Gd3r + k2 Z�V Gd3r = � Z�V Æ(r)d3r (10:2:26)Poi
h�e r2G si pu�o s
rivere 
ome ~r � ~rG, appli
ando il teorema della divergenza alprimo termine della (10.2.26), si ha:IS0 ~rG � bnd2r + k2 Z�V Gd3r = �1 (10:2:27)Poi
h�e: ~rG =  ddr Aeikrr !(r=r0)bn = A�� 1r20 eikr0 + ikr0 eikr0�bn (10:2:28)Sostituendo nella (10.2.27), si ottiene:A IS0 �� 1r20 + ikr0� eikr0d2r + k2A Z r00 eikrr 4�r2dr = �1 (10:2:29)essendo r0 il raggio della super�
ie sferi
a S0.La (10.2.29) 
omporta:A�� 1r20 + ikr0� eikr04�r20 + k2A Z r00 eikrr 4�r2dr = �1 (10:2:30)An
ora:�4�Aeikr0 + ikA4�r0eikr0 + k2A Z r00 eikr4�rdr = �1 (10:2:31)Passando al limite per r0 
he tende a zero, si ha:�4�A = �1 (10:2:32)da 
ui: A = 14� (10:2:33)Quindi la funzione di Green 
he soddisfa la (10.2.19), an
he per ~r = ~r 0 �e:G(~r;~r 0) = eikj~r�~r 0j4�j~r�~r 0j (10:2:34)10 - 10



||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-Ne segue 
he la soluzione dell'equazione di Helmholtz �e:�(~r) = 14�� ZV �(~r 0)eikj~r � ~r 0jj~r � ~r 0j d3r 0 (10:2:35)Se ripetiamo quanto abbiamo detto per il potenziale vettore ~A, troviamo:~A(~r) = �4� ZV ~J(~r 0)eikj~r � ~r 0jj~r � ~r 0j d3r 0 (10:2:36)La (10.2.35) e la (10.2.36) rappresentano le soluzioni delle equazioni di Helmholtz
orrispondenti, 
ome vedremo fra breve, alla situazione �si
a di sorgenti lo
alizzate in unmezzo illimitato.
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||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-10.3 - La soluzione generale delle equazioni di HelmholtzLa generalizzazione del problema della radiazione 
onsiste nel 
er
are soluzioni delleequazioni di Helmholtz, per i potenziali s
alari e vettori de�nite in una regione V , nellointerno di un mezzo isotropo omogeneo, limitata da una super�
ie regolare, 
hiusa S sullaquale esse soddisfano ad opportune 
ondizioni al 
ontorno. Per fare questo dobbiamodimostrare una importante relazione 
he va sotto il nome di teorema di Green.Sia V una regione 
hiusa dello spazio limitata da una super�
ie regolare S, e siano �e  due funzioni s
alari del posto, 
ontinue in tutto V e sulla super�
ie S insieme 
on leloro derivate prime e se
onde.Consideriamo il vettore �~r ed appli
hiamo ad esso il teorema della divergenza:ZV ~r � (�~r )d3r = IS (�~r ) � bnd2r (10:3:1)Per una formula di analisi vettoriale, si ha:~r � (�~r ) = ~r� � ~r + �~r � ~r = ~r� � ~r + �r2 (10:3:2)Con la sostituzione della (10.3.2), la (10.3.1) diventa:ZV ~r� � ~r d3r + ZV �r2 d3r = IS �� �nd2r (10:3:3)avendo posto ~r � bn = � �n ; la (10.3.3) prende il nome di prima identit�a di Green. Sis
ambi, ora, la funzione  
on la funzione �; 
io�e si appli
hi il teorema della divergenza alvettore  ~r�, ottenendo:ZV ~r � ~r�d3r + ZV  r2�d3r = IS  ���nd2r (10:3:4)Sottraendo la (10.3.4) dalla (10.3.3) si ottiene una relazione fra integrale di volume edi super�
ie: ZV ��r2 �  r2�� d3r = IS ��� �n �  ���n� d2r (10:3:5)
onos
iuta 
ome se
onda identit�a di Green o an
he spesso 
ome teorema di Green.Appli
hiamo la (10.3.5) al nostro problema e sia � la soluzione della equazione diHelmholtz �. Come funzione  , data la sua arbitrariet�a, s
egliamo la funzione di Greendello spazio in�nito 
he des
rive onde us
enti  = G(r) = eikr4�r .10 - 12



||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-L'integrale di volume della (10.3.5) si pu�o 
os�i s
rivere:ZV ��r2 �  r2�� d3r = ZV �� �r2G+ k2G��G �r2�+ k2��� d3r == � ZV �Æ(r)d3r + ZV G�� d3r = �� + ZV G�� d3r (10:3:6)avendo aggiunto e sottratto nel se
ondo membro della (10.3.6) la quantit�a �k2G.La (10.3.5), quindi, diventa:�� + ZV G�� d3r = IS ���G�n �G���n� d2r (10:3:7)Posto G(r) = eikr4�r si ha: dGdn = dGdr = � eikr4�r2 + ik eikr4�r (10:3:8)La (10.3.7) si s
rive:� = ZV �4�� eikrr d3r + IS 14� eikrr ����n + ��ik + 1r��� d2r (10:3:9)Posto d2r = r2d
, si ha:� = 14�� ZV �eikrr d3r + Z 4�0 14�eikr �r ����n � ik��+�� d
 (10:3:10)Ripristinando r = j~r�~r 0j si ottiene la soluzione generale dell'equazione di Helmholtz:�(~r) = 14�� ZV �(~r 0)eikj~r � ~r 0jj~r � ~r 0j d3r 0+Z 4�0 14� eikj~r � ~r 0j�j~r � ~r 0j ����n � ik��+ �� d
(10:3:11)
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||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-10.4 - Derivazione del 
ampo elettri
o e del 
ampo magneti
o dai potenzialielettromagneti
iDopo aver 
al
olato i potenziali � ed ~A possiamo s
rivere i 
ampi elettri
i e magneti
iper mezzo della (10.1.10) e della (10.1.5):~E = �~r�� � ~A�t (10:4:1)~B = ~r� ~A (10:4:2)�E 
onveniente eliminare � da queste relazioni e quindi esprimere ~E ed ~H in funzionesoltanto di ~A. Questo �e possibile utilizzando la 
ondizione di Lorentz (10.1.18); infatti,appli
ando ad essa l'operatore ~r, si ha:~r�~r � ~A�+ ��~r���t = 0 (10:4:3)
he nel 
aso di radiazioni mono
romati
he, si s
rive:�~r� = i!�� ~r�~r � ~A� (10:4:4)Sostituendo la (10.4.4) nella (10.4.1), i 
ampi ~E ed ~H assumono la forma:~E = i! � ~A+ 1k2 ~r�~r � ~A�� (10:4:5)~H = 1� ~r� ~A (10:4:6)Ci proponiamo, adesso, di s
rivere il termine dentro parentesi quadra sottoforma dioperatore tensoriale. Per questo introdu
iamo la diade unitaria ��I e la diade doppio gra-diente ~r~r 
he in un sistema di 
oordinate 
artesiane sono espresse da:��I = 3Xm=1 3Xn=1 bembenÆmn (10:4:7)~r~r = 3Xm=1 3Xn=1 bemben ��xm ��xn (10:4:8)dove xi(i = 1; 2; 3) sono le 
oordinate 
artesiane x; y; z, bei (i = 1; 2; 3) sono i versori degliassi 
oordinati bx, by, bz, e il simbolo Æmn �e la delta di Krone
ker 
he vale 1 per m = n e 0per m 6= n. Le propriet�a di ��I e ~r~r 
he 
i interessano sono:��I � ~C = ~C e (~r~r) � ~C = ~r(~r � ~C) (10:4:9)10 - 14



||||||||- S.Barbarino - Appunti di Campi elettromagneti
i ||||||||-dove ~C �e una qualunque funzione vettoriale. Queste propriet�a possono essere dimostrates
rivendo ~C in 
omponenti e sviluppando i 
al
oli:��I � ~C =  3Xm=1 3Xn=1 bembenÆmn! � 3Xp=1 bepCp! =Xm Xn Xp bemben � bepCpÆmn ==Xm Xn Xp bemÆnpCpÆmn =Xp bepCp = ~C (10:4:10)dove: ben � bep = ÆnpAnalogamente:�~r~r�� ~C="Xm Xn bemben ��xm ��xn#� Xp bepCp!=Xm Xn Xp bemben � bep ��xm ��xnCp ==Xm Xn Xp bemÆnp ��xm ��xnCp =Xm bem ��xm  Xp ��xpCp! = ~r�~r � ~C�(10:4:11)Con l'aiuto di questi risultati, le relazioni (10.4.5) e (10.4.6) diventano:~E = i!���I + 1k2 ~r~r� � ~A (10:4:12)~H = 1� ~r� ~A (10:4:13)dove ~A �e dato dalla (10.2.36).

Fine del Cap.10 10 - 15


